7.2. Regresja wielokrotna liniowa

W poprzednim rozdziale przedstawitem taka sytuacja, w ktérej w populacji
generalnej T rozwazane byty tylko dwie zmienne: zmienna losowa Y i zmienna losowa lub
rzeczywista X. Obecny rozdzial poswigcony jest takiej sytuacji, w ktorej w populacji
generalnej T obserwowaé bedziemy zmienng losowa Y i k zmiennych losowych Iub
rzeczywistych X, (i=1,2,..,k). O zmiennej losowej Y zalozymy, Ze jest to zmienna
losowa normalna:

(7.39)

Y~ N(m(xlf X35 000 xk); O-y/xl,xz,...,xk ) :

O wartosci oczekiwanej zmiennej losowej Y zalozymy dalej, ze jest funkcja liniowa
zmiennych X, postaci:

k
m(Xy, Xy, .oy Xi ) =by +Dbyx) +byxy +..+ by X, = by +Z.bl.xi . (7.40)
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Wariancja o _ odchylef od modelu funkcji regresji jest stata dla dowolne;

kombinacji warto$ci zmiennych losowych X; .

Parametry modelu 7.40 nie sa znane i musza by¢ estymowane na podstawie odpo-
wiedniej proby losowej. Oznaczmy elementy tej proby losowej jako (v, X;;, .. X4) 5
gdzie j=1,2,..,n jest wskaznikiem powtérzen (replikacji). Zgodnie z modelem 7.40
dowolna obserwacjg empiryczng mozemy przedstawic jako:

Yy =by+bixy;+byxy; +.+byx te; dla j=12,..,n . (7.41)
Symbol e j oznacza reszte, roznicg¢ migdzy warto$cig obserwowang y ;i a warto$cia
teoretyczng y; wynikajaca z modelu:

e; =y, —(by+bixy; +byxy +ot by )=y, -9, (7.42)

Kryterium estymacji nieznanych parametrow modelu mozemy sformutowac tak:
chcemy tak dobra¢ parametry modelu, aby réznice migdzy wartoSciami obserwowanymi
a teoretycznymi byly jak najmniejsze. W sensie matematycznym warunek ten sprowadza
si¢ do zminimalizowania funkcji s:

s=y =" [y, = (b +Byxi, + by, + 4 by )| = minimum —— (7.43)

Wyznaczenie minimum funkcji s okre§lonej wzorem 7.43 wymaga rozwigzania
uktadu k£ +1 réwnan. Problem mozna trochg upro$ci¢ przeksztatcajac rownos¢ 7.41 w taki
sposob, aby wyeliminowac statg regresji b :



V=T =b(n; ) +by(xy; —Fy) bt by (5 — X)) Fe; (7.42)

gdzie
by = —(by%, +by%, +.. 4 b, %, ) = Z bi% (7.43

Uwzgledniajac wzor 7.42 kryterium estymacji mozna zapisa¢ nastgpujaco:
n n — —_ _ .« .
s = z]‘:l e‘? = ZFI [yi -y- (bl (v = %)+ by (xy — X )]2 =minimum (7.44)

Znalezienie minimum funkcji s okreslonej wzorem 7.44 wymaga wyznaczenia k
pochodnych czastkowych funkcji s wzgledem parametrow b, (gdzie i=1,2,..., k), a na-

stepnie przyrownania ich do zera i rozwigzanie powstalego w ten sposob ukladu rownan
(tzw. normalnych).

:—22” [, = (b, Gy = %)+ by Gy = % ko, = %) =0 (7.45)

Otrzymany w wyniku zastosowania wzoru 7.45 uktad rownan normalnych mozemy
zapisa¢ w tradycyjnej postaci:

b, var+ b, covxx, +...+ b, covx;x;

= covxyy
b covx,x; +b, varx, +..+ b, covx,x, = covx,y (7.46)
b covx,x; +by,covx,x, +...+b, varx, = covx,y

W uktadzie réwnan okreslonym wzorem 7.46 w miejsce parametrow modelu w po-
pulacji generalnej b, wprowadzono juz ich oceny z proby l;,- .

Uktad réwnan normalnych przedstawiony wzorem 7.46 wygodniej jest zapisaé
W notacji macierzowe;j:

VB=C (7.47)
gdzie

varx, COVX|Xy .. COVXXy

COVX,X| Vvarx, e COVX,Xy
= (7.48)
(kxk)

COVX;X] COVXyX, .. Vvarx



by covxy
A covx
B =| c =V (7.49)
(kx1) : (kx1)
l;k Cov X,y
Macierz V, macierz wspotczynnikow przy niewiadomych, jest macierza kwadratowa
stopnia £, jest to macierz symetryczna zawierajaca na gtownej przekatnej sumy kwadratow
odchylen zmiennych niezaleznych X, a poza glowna przekatna sumy iloczynéw odchylef
tych zmiennych. Jezeli macierz V jest macierza nieosobliwa (czyli jej wyznacznik jest

r6zny od zera), to istnieje macierz odwrotna do macierzy V oznaczana symbolem V.
Mnozac rownanie 7.47 lewostronnie przez macierz odwrotna do V otrzymujemy:

VB=C|-V'=vV'VvB=v!C=IB=vV'C=B=V''C (7.50)

Po wyestymowaniu parametrow l;l- (dla i=1,2,..., k) zrownania 7.50 wyznaczamy

oceng parametru b, z wzoru:

A _ k A~ _
by=y-) b%. (7.51)
Ostatecznie ocena funkcji regresji z proby ma postaé:

A ko~
(X, Xg s ey X3 ) = by + ;lbl-xl- . (7.52)

Parametr b, bedziemy nazywac, podobnie jak w regresji liniowej, stata regresji.

Parametry by, b,, ..., b, bgdziemy nazywaé czastkowymi wspolczynnikami regresji.

7.2.1. Badanie istotno$ci modelu

Po wyestymowaniu funkcji regresji z proby musimy sobie odpowiedzie¢ na pytanie,
czy nasze zatozenie o tym, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y jest funkcja liniowa

zmiennych X; jest prawdziwe.

Nie bedzie takiej zaleznosci wtedy, gdy wszystkie czastkowe wspotczynniki regres;ji
beda jednoczesnie réwne zero. Tym samym hipotezie o istotnosci regresji wielokrotnej

liniowej mozemy nadac postac:

Hy:nb=0 (dlai=1,2,...k) (7.53)

Weryfikacje tak sformutowanej hipotezy zerowej wobec alternatywy H;:vb; #0
1

przeprowadzamy testem F' Fishera w analizie wariancji.



Tabela analizy wariancji dla weryfikacji hipotezy o istotnosci regresji wielokrotnej.

Zmienno$¢ | Stopnie Suma kwadratow Sredni kwadrat | F
swobody odchylen odchylen empiryczne

- Eon 2 _ varR 2
Modelu vp =k varR = Zi:l b;covx;y Sp = % Fp = :_g
Resztowa | v, =n—-k—1 | varE=varT —varR sé — varE

Ve
Catkowita | v, =n—1 N )
vary = Z,-=1 =)

Hipoteze H,:Ab; =0 bedziemy odrzuca¢ na korzy§¢ H,:vb; #0 wtedy, gdy
1 1

warto§¢ empiryczna statystyki F Fishera bedzie wigksza od odpowiedniej wartoSci
krytycznej F,,, >F, ,, ,, lub krytyczny poziom istotnosci (p-value) bedzie mniejszy od
przyjetego poziomu istotno$ci alfa. Merytorycznie sformutujemy wniosek, ze istnieje

istotna liniowa zalezno§¢ migdzy zmienna losowa Y a zmiennymi niezaleznymi X, (co
najmniej jedna z nich).

Jezeli warto$¢ empiryczna statystyki F Fishera jest niewigksza od odpowiednigj
wartosci krytycznej lub p-value jest wigksze od przyjetego alfa, to nie mamy podstaw do
odrzucenia H . Merytorycznie oznacza to, ze nie istnieje liniowy zwigzek migdzy zmien-

na losowa Y a zmiennymi X,;. W tej sytuacji warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y jest
stata i rowna wartosci $redniej.

Wrdéémy jednak do sytuacji, gdy hipotez¢ H|, odrzucimy. Prosz¢ zwrdci¢ uwagg, ze
odrzucenie hipotezy zerowej daje stosunkowo mato informacji. Jedynie co wiemy, to to, ze
co najmniej jeden czastkowy wspolczynnik regresji jest rozny od zera. Podobnie jak
w przypadku szczegdtowych poréwnan w analizie wariancji musimy przeprowadzi¢ dalsze
szczegodtowe badania zmierzajace do ustalenia, ktore czastkowe wspotczynniki regresji sa
rézne od zera.

Teoretycznie sprawa jest stosunkowo prosta: wystarczy zweryfikowac seri¢ k
hipotez zerowych o istotnosci czastkowych wspotczynnikdéw regresji postaci:

Hy; :b; =0 wobec Hj;:b;#0 dlai=12,...k (7.54)

Hipotezy te weryfikujemy testem ¢-Studenta, gdzie funkcja testowa okreslona jest
wzorem:
b, b,
=—tr—————— . (7.55)
Sb~ S2 V”

i VXX,



Blad standardowy oceny i-tego, czastkowego wspolczynnika regresji, wyznaczamy
jako pierwiastek kwadratowy iloczynu $redniego kwadratu odchylen od modelu regres;ji
pomnozonego przez element diagonalny macierzy odwrotnej do macierzy V:

S5 =S Y (7.56)

Statystyka okre§lona wzorem 7.56 ma, przy prawdziwosci hipotezy zerowej, rozktad
t-Studenta z liczba stopni swobody vp =n—k—1. W sytuacji, gdy warto$§¢ empiryczna
statystyki ¢ znajduje si¢ w obszarze krytycznym dla H,,, to hipotez¢ odrzucamy. Tym
samym i-ta zmienna niezalezna powinna pozosta¢ w modelu funkcji regresji.

W sytuacji odwrotnej (warto§¢ empiryczna statystyki ¢ znajduje si¢ w obszarze
dopuszczalnym dla H ) nie mamy podstaw do jej odrzucenia, co powinno by¢ réwno-

wazne z tym, ze i-ta zmienna niezalezna x; moze by¢ usunigta z modelu funkcji regresji.

Problem okres$lenia, ktore zmienne niezalezne powinny pozosta¢ w modelu funkcji
regresji powinien by¢ prosty. W praktyce jest jednak zupelie inaczej, a cala trudno$é
wynika z faktu, ze oceny z proby poszczegdlnych czastkowych wspolczynnikow regres;ji
nie s3 niezalezne. Tym samym rowniez statystyki ¢ zdefiniowane wzorem 7.55 nie sa
niezalezne, co w konsekwencji moze prowadzi¢ do zupehie (pozornie) niezrozumiatych
rozstrzygnig¢.

Moze tak si¢ zdarzy¢, ze testem F Fishera odrzucimy hipotezg o istotnoSci regres;ji,
czyli co najmniej jedna zmienna niezalezna powinna pozosta¢ w modelu funkcji regresji.
Weryfikujac jednak seri¢ hipotez o istotnosci kolejnych czastkowych wspdtczynnikow
regresji mozemy nie by¢ w stanie odrzuci¢ zadnej z nich, co powinno sugerowaé, Ze
wszystkie zmienne powinny by¢ usunigte z modelu funkcji regresji. Moze tak si¢ dziaé
wtedy, gdy zmienne niezalezne sa silnie wzajemnie z soba powiazane (co mozna stwierdzi¢
wyznaczajac chocby wspolczynniki korelacji liniowych migdzy parami zmiennych).
W takiej sytuacji decydowanie o tym, ktore zmienne maja pozosta¢ w modelu w oparciu
o weryfikacjg serii hipotez okre§lonych wzorem 7.54 nie wchodzi w rachube.

Dzialanie takie, jak przedstawione powyzej jest poprawne wtedy tylko, gdy zmienne
niezalezne (objasniajace) X sa wzajemnie niezalezne, czyli wtedy, gdy macierz V jest
macierza diagonalng. W kazdej innej sytuacji (a tak jest najcze$ciej) musimy szukaé innej
metody pozwalajacej na optymalne dobranie zmiennych w modelu. Przed jej wprowa-
dzeniem przedstawig jeszcze miary dobroci dopasowania modelu.

Podobnie jak w przypadku regresji liniowej jednej zmiennej niezaleznej mozemy
wprowadzi¢ wspolczynnik determinacji R> okreslajacy stopieh dopasowania modelu
funkcji regresji do empirycznych warto$ci zmiennej losowej Y+

RP==E (7.57)



Wspolczynnik determinacji R informuje nas o tym, jaka cze$¢ zmiennosci catko-
wite] zmiennej losowej Y jest wyjasniona przez zmienne niezalezne uwzglednione
w modelu funkcji regresji.

Wspotezynnik determinacji R? przyjmuje swoje wartosci z przedziatu < 0;1>,
z tym, Ze najczgsciej wyrazamy go w procentach <0%; 100%>.

Kolejna miarag dobroci dopasowania modelu jest wspolczynnik korelacji
wielokrotnej R definiowany jako pierwiastek kwadratowy ze wspodtczynnika determinacji:

(7.58)

Wspoétczynnik korelacji wielokrotnej R przyjmuje swoje wartoSci z przedziatu
<0; 1>, im model jest lepiej dopasowany, tym R jest blizsze wartosci 1.

Istotnym parametrem okreslajacym dobro¢ dopasowania modelu jest Sredni kwadrat

2

/%y, - 1M ten Sredni

odchylen warto$ci obserwowanych i teoretycznych (reszt) S

kwadrat odchylen jest mniejszy, tym model jest lepiej dopasowany.
Wielkosé S2 v, Wplywa takze na bledy estymacji parametrow modelu oraz

VIX,Xy s

btad wartosci regresyjne;j i btad predykcji.

7.2.2. Regresja krokowa

Konsekwencja tego, ze zmienne niezalezne sa skorelowane jest niemozno$é
okreslenia w jednym kroku, w wyniku zweryfikowania serii hipotez o istotnosci czastko-
wych wspotczynnikéw regresji, zestawu tych zmiennych niezaleznych, ktére powinny
pozosta¢ w modelu funkcji regresji. Oznacza to konieczno§¢ wypracowania innej metody
pozwalajacej na okreslenie najlepszego zestawu zmiennych niezaleznych.

Jedna z takich metod jest regresja krokowa. W teorii statystyki znane sa dwie
wersje tej metody: jedna z nich polega na dodawaniu zmiennych niezaleznych, a druga na
usuwaniu zmiennych (regresja krokowa wsteczna). Ja zaproponuj¢ Czytelnikom tego
skryptu regresj¢ krokowa wsteczna.

Metodg doboru modelu funkcji regresji metoda regresji krokowej wstecznej mozna
przedstawic¢ w kilku punktach:
1. Okreslamy wyj$ciowy, maksymalny zestaw zmiennych niezaleznych w modelu
funkcji regresji i estymujemy ten model (krok 1).
2. Z modelu funkcji regresji eliminujemy t¢ zmienng niezalezng, dla ktorej wartos$é
bezwzgledna statystyki -Studenta dla weryfikacji hipotez o istotno$ci



czastkowych wspotczynnikow regresji jest najmniejsza (tym samym krytyczny
poziom istotnosci jest najwigkszy).
3. Ponownie estymujemy model funkcji regresji i przechodzimy do p. 2.

4. Krok 2 i 3 trwaja tak dtugo, dopoki w modelu funkcji regresji nie pozostana tylko
istotne zmienne niezalezne.

W trakcie wykonywania regresji krokowej powinniSmy obserwowaé zmiang

$redniego kwadratu odchylen od modelu funkcji regresji - 2

/3 5..x, OT4Z Wspotczynnika

determinacji R?.

W regresji krokowej wstecznej w kazdym kroku zmniejszamy liczbg zmiennych
w modelu, co w konsekwencji musi zmniejsza¢ warto§¢ wspotczynnika determinacji.
W sytuacji, gdy z modelu usuwamy zmienng nieistotna, to zmniejszenie wspotczynnika
determinacji jest minimalne (nieznaczace).

Usunigeie nieistotnej zmiennej niezaleznej z modelu funkcji regresji powoduje
zwigkszenie o jeden liczby stopni swobody dla zmienno$ci resztowej, co w polaczeniu
z faktem, ze nastapilo nieznaczne zwigkszenie sumy kwadratow odchylen dla zmiennosci
resztowej powoduje zmniejszenie $redniego kwadratu odchylen od modelu funkcji regres;ji,
a o to takze chodzi w regresji krokowe;.

Reasumujac, celem regresji krokowej jest pozostawienie w modelu funkcji regresji
minimalnego zestawu zmiennych niezaleznych przy jednoczesnej maksymalizacji wspol-
czynnika determinacji i minimalizacji $redniego kwadratu odchylef od modelu regresji.

7.2.3. Dokladno$¢ oceny parametréw modelu

Parametry modelu 7.41 sa szacowane z proby losowej, tym samym ich oceny obar-
czone sa pewnym bledem. Oceng bledu standardowego czastkowego, i-tego wspotczynnika
regresji znajdziemy z wzoru:

oV dlai=1,2,.,k (7.59)
co pozwala w konsekwencji na zbudowanie przedziatu ufnosci dla prawdziwej wartoSci
tego wspotczynnika w populacji generalne;j:
bie<bi—ty, 1 1S;ibi+1g,41S; >z P=1-a . (7.60)
Wyznaczenie oceny bigdu standardowego stalej regresji jest trochg bardziej skom-
plikowane:

(7.61)

gdzie wielko$¢ A4, wyznaczana jest z wzoru:



4y=2fi+1p7vD| (7.62)

n

Wektor D] wystepujacy we wzorze 7.62 jest wektorem sum zmiennych niezalez-
nych wyznaczonych na podstawie n-elementowej proby losowe;j:

S DIIETID W e (7.63)

Przedziat ufnosci dla statej regresji w populacji generalnej znajdziemy z wzoru:
by€<by—ty 1 1S; iby+ig 1S, > 2 P=1-a . (7.64)

’ 0 ’ 0
Interpretacja zbudowanych zgodnie ze wzorami 7.60 i 7.64 przedziatéw ufnosci dla

czastkowych wspotczynnikéw regresji i1 stalej regresji jest standardowa: zbudowany
przedziat liczbowy pokrywa nieznany parametr z prawdopodobiefnistwem 1 — o .

7.2.4. Predykcja w regresji wielkokrotnej

Podobnie jak w przypadku regresji liniowej jednej zmiennej niezaleznej wyesty-
mowany model funkcji regresji mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia teoretycznej wartosci
zmiennej losowej Y dla ustalonego wektora warto$ci zmiennych niezaleznych X;.

Zgodnie z przyjetym modelem Srednig warto$¢ zmiennej losowej Y dla ustalonych

wartosci zmiennych niezaleznych x,, =[x10 Xog e xko] znajdziemy z wzoru:
. o |~ koo
m(xy) =1 xo]-ﬁg}=bo+ _ bixio - (7.65)
i=

Wyznaczona zgodnie z powyzszym wzorem warto$¢ regresyjna jest oczywiscie
losowa, bo losowe sa oceny parametréw modelu. Standardowy blad estymacji warto$ci
regresyjnej mozemy wyznaczy¢ z wzoru:

S:ﬁ(xo) = \/S)Zf/xl;m;xk [1 Xo ]‘/0_1[1 XO] ! (766)

gdzie macierz V, " jest macierza blokowa postaci:
Ay | D
Vo' =| S5 7.67
0 {Dg v (7.67)
Wyrazenie (liczba) A, zostalo juz wczeséniej okreslone wzorem 7.62, a wektor D,
znajdziemy z wzoru:

D,=-1p Vv~ (7.68)



gdzie wektor D, byt juz okreslony wzorem 7.63 jako wektor sum obserwacji dla zmien-
nych niezaleznych.

Wykorzystujac warto$¢ regresyjna okreslong wzorem 7.65 oraz btad standardowy tej
oceny dany wzorem 7.66 budujemy przedzial ufnosci dla wartosci regresyjnej:

m(X0)€<’h(xo)_ta,n—k—lsrh(xo); rh(xo)+ta,n—k—lsrh(x0) >z P=l-a. (769)

Przejdziemy teraz do prognozowania nie warto$ci $redniej zmiennej losowej Y, lecz
do prognozowania pojedynczej realizacji tej zmiennej, a to jest wlasnie przedmiotem kla-
sycznej predykceji. Zgodnie z modelem liniowym wartos$¢ t¢ wyznaczymy z wzoru:

yy, =l xo].ﬁ;}e (7.70)

a jej najlepszym estymatorem jest warto$¢ regresyjna ni(x,) .

Blad prognozy pojedynczej realizacji zmiennej losowej Y (blad predykcji) jest suma
nieskorelowanych btedow odchylen od modelu funkcji regresji i blgdu estymacji wartosci
regresyjnej:

S(yfﬂ)=\/si/xl;..;xk b+l Vo'l %) (7.71)

Podobnie jak w przypadku warto$ci regresyjnej mozemy wyznaczy¢ przedziat ufno-
$ci dla prawdziwej warto$ci zmiennej losowej Y przy ustalonych wartosciach x, zmien-

nych niezaleznych:
Ve, €<(R0) =ty SR, i (X0) + gy S(x,) > 2 P=l=a . (1.72)
Przyklad 7.2. Na podstawie wynikow opisujacych wielko$¢ zbioru zb6z w tys. ton
w wojewodztwach dawnego podziatu terytorialnego kraju chcemy poszuka¢ zwiazku
funkcyjnego migdzy ta zmienna (zbiorami zb6z), a zmiennymi potencjalnie ja ksztaltuja-
cymi: wielkoscig uzytkow rolnych w tys. ha, liczba ciagnikow w tys. ha oraz wielkoscia

zuzycia nawozow NPK w kg/ha. Dane empiryczne zapisalem w arkuszu Przyklad7.2
skoroszytu DaneDoRegresji.

Po wyestymowaniu modelu funkcji regresji wyznaczymy prognozowana wielko$é
zbioru zboz (zmienna y-ek) dla nastgpujacych wartosci zmiennych niezaleznych:

x; (wielko§¢ uzytkow rolnych tys. ha) 450
x, (liczba ciagnikoéw w tys. sztuk) 50

x5 (wielkos¢ nawozenia NPK w kg/ha) 80



Zatozymy, ze migdzy zmienna zalezna (objasniana) a zmiennymi niezaleznymi
zachodzi liniowa zaleznos¢:

y=m(x;,X5,X3) =by + bx; + byx, +byx;.

Do estymacji parametrow tego modelu, badania jego istotnosci, zbadania
odpowiednich zatozen wymaganych w klasycznej regresji wielokrotnej liniowej wyko-
rzystamy procedurg Regresja wielokrotna z menu Regresja skoroszytu StatystykaJG.
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Przyktad 7.2. Ma podstawie ponizszych danych choemy wyznaczyd liniows funkcje regresji opisujgca zaleznodé
wielkogei zhioru zhdz wtys. ton (y) od uzytkdw rolnych wtys. hektardw (x1), liczby ciggnikdw tys. sztuk (x2)
oraz wielkosci zuzycia nawozow w kg na ha (x3)

L el

y (zbiory) i1 (uzytki) *2 (ciggniki) %3 (nawozy) I _l
204,70 198,50 2144 106,00

480 40 3620 2659 80,50
£2900 88,70 39,12 75,10
172,50 182 60 18,37 60,10

14 AN90 =0 LN In =3 A0 Q0 il
W 4 r w[Y Prayiads.l Preyklad?.2  Arkuszin £ Arkusel f (El] | |

o

Po wywotaniu procedury Regresja wielokrotna zostanie wyswietlone pokazane
nizej, kilku zaktadkowe okno dialogowe. W zakladce Dane wejsciowe wskazujemy obszar
danych wejsciowych, przy czym pierwszy wiersz wskazywanego obszaru musi zawiera¢
unikalne nazwy zmiennych. Jako miejsce zwrocenia wynikow ja wybratem opcj¢ nowego
arkusza. Poziom ufno$ci ustawiony jest na standardowym poziomie 0,95, a doktadnosé
wydruku na 2 miejsca po kropce. Bardzo wazne jest zaznaczenie pola wyboru Predykcja
z uwagi na zamiar pozniejszego prognozowania.

A \ B | c | D [ E T FE T 6 | H | [ 4 T3

| 2 | wielkodci zhioru zhdz wtys. ton (y) od uzytkdw ralnych wtys. hektardw (x17, liczhy ciggnikdw tys. sztuk (x2)
51| orsz wislote 20zyeia navozew v | O e s 1
% Dane wejstiows IGraﬁkﬂ | Badanie zatazen |
| B [y ztion) R WEAK) 2 obssar danych wegcdomyeh .
B3 20470 198,80 | Preyhlad?. 21 4ad6:$D4SS| J
| B 480,40 368,80 Kamirka poczatkowa weynikiw:
| 9 | 52300 588,70 W nowym arkuszu
10| 17290 182 A0
11| 108050 55270 1~ W arkuszu darrech od: I J
(12| 31180 245,10
113 | B99 80 472 40 Dokbadrogé wydriku | 2 ﬂ Zmignne dychotomiczne ————
14 47080 *770 | Takiie lelred,sc

15 965 B0 35150 -
E 51050 380 50 Poziom uFnogci 95 j
17| 45050 363 40
18 | 210,20 189,30

1 860,90 442 50
o 456 AL 32420 _o | e | -
M 4 ¢ M\ Preydlad?.l Preyklad7.2 Atk |




W zaktadce Grafika mozemy zadysponowa¢ wykonanie lub mozliwo$¢ wykonania
réznych wykresow.

Regresja wielokrotna liniowa (krokowa) 1[

Dane wejsciowe  Grafika I Badanie zatozen I

Mogg bué wpkonane wykresy pokazujace rozrzut

W wiartngoi tearetyeznpch zmienng] 2alene) wegleder wartodei ohsenumwanych

[V “Wartosci ohsanwowarych zmiennej zalezne] wealedem wybranych zmiennych niszalsznpch

[v i artndci reszt lozowpch wegledem wbrarwch zmisnnpch riszaleznych:

ak | Anului |

W zaktadce Badanie zatozen zaznaczymy dwa pierwsze pola wyboru (bez badania
braku autokorelacji I rz¢du).

Regresja wielokrotna liniowa (krokowa) |

Dane wejsciowe | Grafika Badanie zatozeri I

Badanie zatoien klaspczne| regresj wielokrotne] liniowe] o:

¥ Losownosdci reszt losowych wealedem wskazang] zmiennej niezalezne)

[ Braku autckorelaci | rzedu skkadnikdw lozowpch

Ok | Anuluj |

Klik przycisku Ok uruchamia proces obliczeniowy, jego pierwszy etap polega na
przygotowaniu macierzy sum kwadratow odchylen i iloczynéw odchylen oraz wektora
srednich dla wszystkich zmiennych wskazanych w obszarze danych wejSciowych. Po
zakonczeniu tych prac procedura wyswietla kolejne okno dialogowe w celu ustalenia roli
zmiennych w modelu. W oknie tym wskazemy zmienng zalezng oraz zmienne niezalezne.



Okreslenie roli zmiennych zaczynamy od wskazania tej zmiennej, ktora bedzie
traktowana jako zmienna zalezna, zmienna objasniana. Zmienng t¢ wybieramy w roz-

wijanej liscie Wskaz zmiennq zaleznq Y, w pokazanej sytuacji jest to zmie

Wybor zmiennych
|

xl uy )
x2 {ciggniki)

‘Wskaz zmienng zaleing ¥: I

|n= w modeiu

Dostepne zmienne w proble |

v (zhiory) 3 {nawozy)
w1 {uytki) [Blefatz)| ]
x2 {ciggniki)

%3 {nawozy) L = |
Dodai wsaysthie =5
Wsuri wszysthie << |
[ Dobierz model automatycznie

nna y (zbiory).
x|

Anului |

[~ Zapamigtaj historie doboru modelu Shasujjwrybar | o |
ZriEnmyCh

Po wyborze zmiennej zaleznej wskazujemy te zmienne sposrod

dostepnych, ktore

chcemy mie¢ w modelu jako zmienne niezalezne. Mozna to zrobi¢ przyciskiem Dodaj> po
wczesniejszym wskazaniu zmiennej w liScie Dostepne zmienne w problemie, mozna takze

skorzysta¢ z przycisku Dodaj wszystkie>>, jezeli wszystkie pozostate
mie¢ w modelu. Doktadnie tak postapitem i ja w pokazanej nizej sytuacji.

Wybdr zmiennych

‘Wskas zmienng zale?ng ¥:

|

Dostepne zmienne w problemie Zmienne niezalezne w modelu

zmienne chcemy

x|

%2 (ciggniki) &I
3 {nawozy)
Wsuri = |

Dodaj wszystkie ==

Wsuiri wszysthie <= |
™ Dobierz model automatycznie

Anului |

[ Zapamigtaj historie doboru modelu Skasuj wyhdr | ok |
zmienrych

W przypadku ewentualnej pomytki z wyborem zmiennych mozemy skorzysta¢ z do-

stepnych przyciskow korygujacych nasz wybor.

Przed uruchomieniem dalszych obliczen (co bgdzie mozliwe dopiero po wskazaniu
zmiennych) zaznaczymy jeszcze pole wyboru Zapamietaj historie doboru modelu, chodzi
po prostu o to, aby w momencie zwracania wynikdw obliczen procedura zwrdcita

szczegoly poszczegodlnych etapow regresji krokowej. Nie polecam

zaznaczania pola



wyboru Dobierz model automatycznie, nie mamy wtedy kontroli nad przebiegiem regresji

krokowe;j.
Wiskaz zmienng zalkezng ¥: I v (zbiory) j
Dostepne zmienne w problemis Zmienne niezalezne w modelu

Dodaj = | %2 (ciganiki)

33 {nawo:

Usuri < |
Dodai wezystkie ==
Usur wszystkie << |
™ Diobierz model automatycznie

|+ iZapamietaj historie doboru modelu: Skas_u1 wybor |
Zmiennych

)

Ok %J Anului

x|

Klik przycisku Ok uruchamia obliczenia regresji krokowej, jej wynik beda zwracane
w specjalnym oknie dialogowym. Ponizej pokazane sa wyniki pierwszego kroku regresji
krokowej, w modu zostaly uwzglednione wszystkie trzy zmienne niezalezne, model jako
taki jest istotny statystycznie, ale w serii weryfikacji trzech hipotez zerowych o istotnosci
poszczegdlnych czastkowych wspolczynnikow regresji zmienna x2 (ciagniki) zostata
wskazana jako ta, ktora moze by¢ z modelu usunig¢ta w tym kroku jako zmienna nieistotna.
Klik przycisku Usun zmiennq i przelicz model spowoduje jej usunigcie i ponowne

przeliczenie modelu.

Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu

X

Biadanie istoknosci modelu
Zriennosc Sk, swobody  Sr. kw, odchylen Femp.
Madelu 3 747 319,345 62,178
Odchyler 45 12019,117

p-value
0,000

Frok 1 “wspdtczynnik. determinacii 80 5E%

Zmienna wsp, regresjii £ emp, p-value

2,876 5,232

Llsun zmienna i %
przelicz model

Model jest dabrany |

Po usunigciu wskazanej zmiennej ponownie wy$wietlane jest okno dialogowe z wy-
nikami regresji krokowej. Zgodnie z oczekiwaniem zmniejszyt si¢ wspolczynnik deter-
minacji, ale zmiana ta jest bardzo mata: z 80,56% na 80,54%, a wigc zaledwie o 0,02%.
W przypadku $redniego kwadratu odchyle dla zmienno$ci resztowej tez odnotowujemy



jego zmniejszenie: nowy $redni kwadrat (wyliczony po usunigciu zmiennej x2) jest

mniejszy niz poprzedni — 11771,349 wobec 12019,117.

x|

Badanie iskotnosci madelu

Zmiennost Sk, swobody  Sr. kw. odehylen Fermp. p-walue
Modelu 2 1120 668,120 95,203 0,000
Odchylery 46 11 771,349
Frok 2 ‘Wspdtczpnnik, determinaci 80.54%  Poprzedni wsp. determinacj 80,562
Poprzedni MSE 12019117

Zmienna wWsp, regresii £ emp. p-walue

%1 (uzytki) 1,496 11,825 0,000

%3 (nawozy) 2,88z 5,305 0,000

euri zrmietta i
przelicz rode!

Model jest dobrany

W drugim kroku regresji krokowej mamy juz model dobrany, pozostaje nam jedynie
klik przycisku Model jest dobrany, co uruchomi procedurg zwrocenia wynikdw estymacji
modelu wraz ze sporzadzeniem odpowiednich wykresow (jezeli taka opcja zostata zazna-
czona) oraz weryfikacja zatozen (jezeli zostaty zadysponowane).

W trakcie zwracania wynikow obliczen moga by¢ wyswietlane komunikaty z pyta-
niami o wykonanie lub nie danej operacji. W pokazanej nizej sytuacji jest pytanie o wyko-
nanie wykresu rozrzutu punktow zmiennej y (zbiory) wzgledem zmiennej niezaleznej x1
(uzytki). Pytanie to bedzie powtarzane dla wszystkich zmiennych niezaleznych.

A '8 [ c o ["E T F [ [ H [ T [ 0 T K [

21 -000122736 -1 9E-05 0,000323 ) -4 66E06

72 00016156867 _£8E 07 AGCEnE| 2 E1Ene
£ x

24 |Historia doboru moc
| 25 [Krok Badanie istotnosci madelu
E 1 Zmiennosé St swobody  Sr, kw, odchyler Femp. p-value ‘
B edes 3 =
E Odchyler 45
T Cay mam vrykonac wykres y (zbiory) wagledem amienne; st (Lzythi)
ﬁ)‘ (zbiory) 047 Krok 1 ‘Wspdkcaynnil. determi

el 4304 LI

2 B29 Zmienna Ws[, FEL

=3 1729 1 (vt 1 £591 0,000

= : %2 (ciaaniki) 2 230 20

|34 1080 & 3 (nawnzy) 5,672 0,000

i Ia Usur zmienna i

] 5938 przelicz model

37 4708

T .
W 4 b H[\ PreyKlad?. i | Ll]_‘

Podobne pytania moga by¢ zadawane odnosnie wykonania lub nie wykresow dla
reszt wzgledem poszczegdlnych zmiennych niezaleznych.



A | 8 | ¢ | o [ E [ F | &6 | H [ v [ J ]

| 21| 000122738 18606 0000323 -4 BEE-OG
| 22 | -0001815867 | -5 8E-07 -4 BBE-06 2 51ED5

23
[24] Fisor cobors o« TS NPT x4
| 26 |Krok
| 26 | 1 Badanie istotnogd model
| 27 | Zmiennoéé St swobody  Sr. ke, odchyler Femp. p-value ‘
Ed oty s =
| 29 |y (zhiary) Odchyleri 45

30 2047 Czy mam wykonad wykres reszt wzgledem zmiennej x1 (uzytki)
31 460,4 Kigk 1 ‘Wspotczpnnik. determina
133 1728 Zmienna wsp, regresii
|34 | 10806 6,591 (0,000
135 | AR 1,290 0,204
| 36 | B9 .5

37 4708 Usur zmienng i
ﬁ 559 5 przelicz model
EE 5105

14 4 b My Praykad?.1

wr

W zaleznosci od tego, co wybraliSmy w zaktadce Badanie zalozen w pierwszym
oknie dialogowym regresji wielokrotnej moga by¢ wyswietlane komunikaty z pytaniami,
czy przeprowadzi¢ weryfikacj¢ hipotezy o poprawnosci doboru modelu wzgledem
poszczegdlnych zmiennych niezaleznych.

A B | ¢ | o | E | F | &6 | H | v [ g ]
| 21] -000122736 ) -1,8E-05 0000323 -4 66E-06
|22 | -0.001615867 | 5,8E-07| -4 BEE-0B| 2.51E-05
23
|28 Fisora dobory moc R |
| 25 |Krok
| 26 | 1 Badanie istotnosci modslu
| 27 | Zmiennost  St. swobady St kw, odchyler Femp. p-value
= x
135y (zbiory) e =
| 30 2047 Czy mam zweryfikowad hipoteze o poprawnasci doboru modelu wzgledem zmienne x1 {uzytki)
3 4804 K
33 1723
|34 1080 8 <1 {uztld 1252 el 0000
35 ing 3ani 2,776 1,290 0,204
136 5995 %3 (nawnzy) 3404 5672 0,000
Eid 4708 Usui znienng
= 569 '5 przelicz model
Ezl 5105
WA v MY Preyklad?. 1

=
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Po zakonczeniu udzielania odpowiedzi na pomocnicze pytania do nowego arkusza
zostaja zwrocone wszystkie zadysponowane wyniki estymacji modelu wraz z odpowied-
nimi wykresami oraz wynikami badania zalozen. Ponizej pokazujg pierwszy fragment okna
wynikow estymacji.

Po podaniu nazwy zmiennej zaleznej wyprowadzone sa oceny parametrow modelu;
mamy ocen¢ parametru i blad tej oceny, dolna i gorng granicg przedzialu ufnosci dla
prawdziwe] warto$ci czastkowego wspotczynnika regresji w populacji oraz wartosci
statystyk 7-Studenta i p-value dla weryfikacji hipotez zerowych o tym, ze dany wspot-
czynnik jest rowny zero i przy dwustronnej alternatywie.



A [ B T ¢ [ o [ E [ F [ & [ H JTITJ[ K T L [ M T NT 3
| 1T [Wyniki estymacji modelu regresji wielokrotnej Badarnie poprawnosci doboru rmodelu dla zmienn
| 2 |Zmienna zalezna: y (zhiory) Badanie losowosci reszt
| 3 |Macierz ocen parametrdw, bledy standardowe, dolna i géma granica ufnosci, t empiryczne, pvalue Liczba ser 27
| 4 | b{i) Shii) dgudi) ggufi) (i) p-value(i) Dodatnich 22
| 5 |Stata -263,76 6136 -38727 -14026 -4,30 0,00 Ujemnych 27
| B [T (uzytki) 150 0,13 124 175 11.83 o,o0 Kaonieczne bylo przejicie na zmienng z
| 7 |%3 (nawozy) 288 054 1,79 398 531 0,00 Zemp=_ 0512211
| 8 | Whninsek: Reszty s losowe, model jest poprawr
| 9 |Badanie istotnogci regresji testem F Fishera-Snedecara
| 10 |Zmiennogé St.swobod Sr kw.odch. Femp p-value
| 11 [Modely 2 1120868 12 95,20 4 A6E-1V Badarnie poprawnosci doboru rmodelu dla zmienn
| 12 |Resztowa 45 11771349 Badanie losowosci reszt
|13 | Liczba ser 23
| 14 |Wsp. korelacii 0897 Dodatnich 22
| 15 [Wep. determinacii B805% Ujernnych 27
| 16 | Kaonieczne bylo przejicie na zmienng z
| 17 |Elementy macierzy odwrotne] %D niezbgdnej do prognozowania Zemp.= -0B5515
| 18 | 0319802355 -0,00045 -0,0016336 Whninsek: Reszty s losowe, model jest poprawr
|19 -0,000451154 1,36E-06 -8 527E-07
| 20 | 0001633586 -8 5E-07 2 507E-05

21

ZH\smria doboru modelu metoda regresji krokowsj wstecznej Badanie normalnogei reszt losowych

| 23 |Krok Zrniennych St sw. b{edlSr. kwe. bite Wsp. dete| Zmienna usunigta HO: X ma rozkad MN(m=0; sigma=1085)

| 24 | 45 12019,12) 0805643 Woemp= 0934582

| 25| 2 2 46 1177135 080542 %2 (ciggniki) Wy 0.05 0947

| 26 | Whninsek: Brak podstaw do odrzucenia hipotezy =
|<7 4 v nfS Preyiladzl f Preydad7.z ) Arkusz3 { Arkuszio £ arkosel f 4] | |

Jak widzimy ocena czastkowego wspoOtczynnika regresji stojacego przy zmiennej x 1
(uzytki) jest rowna 1,50, a btad tej oceny jest rowny 0,13. Wspolczynnikowi temu mozna
nada¢ nastgpujaca interpretacjg: jezeli wielkos¢ uzytkow rolnych wzrosnie o 1 jednostke
(czyli 1000 ha), to $rednio wielko$¢ zbioru zb6z wzrosnie o 1,5 jednostki (czyli 1500 ton),
przy warunku, ze wielko$¢ nawozenia NPK nie ulegnie zmianie.

Uzyskany przedziat ufno$ci mozna za$ zinterpretowac nastgpujaco: mamy 95%
pewnos¢, ze czastkowy wspotczynnik regresji zmiennej x1 jest nie mniejszy niz 1,24, ale
nie wigkszy niz 1,75.

W przypadku zmiennej x3 (nawozy) ocena czastkowego wspolczynnika regresji jest
rowna 2,88 z blgdem * 0,54, co pozwala na nast¢pujaca interpretacj¢ merytoryczng: jezeli
wielkos$¢ nawozenia NPK wzrosnie o 1 jednostke (1 kg NPK/ha), to wielko$¢ zbioru zboz
wzrosénie $rednio o 2,88 jednostki (czyli 2,88 tys. ton), przy warunku, ze wielko$¢ uzytkow
rolnych nie ulegnie zmianie. Przedzial ufnoséci dla tego wspoélczynnika interpretujemy
analogicznie jak poprzedni: z 95% pewnoscia mamy prawo oczekiwaé, ze czastkowy
wspolczynnik regresji zmiennej x3 jest nie mniejszy niz 1,79, ale nie wigkszy niz 3,98.

Dla wszystkich trzech wspolczynnikow mamy warto$¢ statatystyki z-Studenta dla
weryfikacji hipotez H, :b, =0 (dlai=0,1,2) wobec alternatyw H, :b; #0 wraz z kry-
tycznym poziomem istotno$ci (p-value). W kazdym z trzech przypadkéw ten krytyczny
poziom istotnosci jest mniejszy od przyjgtego poziomu istotnosci & =0,05, tym samym
hipotezy zerowe odrzucamy na korzys¢ alternatyw.

Badanie istotno$ci regresji wielokrotnej przeprowadzane jest testem F Fishera, a
weryfikowana hipoteza ma posta¢ H;:Ab; =0 (dlai=1,2) wobec H;:vb, #0.

W naszym przypadku hipotezg zerowa odrzucamy na korzys¢ alternatywy. Laczac oba



badania (o istonosci regresji) i istotnosci czastkowych wspotczynnikéw regresji mamy
prawo napisaé, ze ocena funkcji regresji z proby ma postac:

(x,, X3) = 263,76 +1,50x, +2,88x; .

Badanie zalozen klasycznej liniowej regresji wielokrotnej objeto dwa elementy. Po
pierwsze dla kazdej ze zmiennych niezaleznych wystgpujacych w modelu testem serii
weryfikowano hipotez¢ o losowosSci reszt, wyniki tych weryfikacji wyprowadzone od
kolumny K potwierdzaja, ze model zostat poprawnie skonstruowany. Po drugie dla wektora
reszt zostala zweryfikowa hipoteza o ich normalnosci, uzyskany wynik nie przeczy
zalozonej hipotezie, tym samym mamy kolejne potwierdzenie poprawnosci doboru modelu
funkcji regresji.

Ponizej wyniki weryfikacji tych trzech hipotez uzupelione wykresem rozrzutu
punktoéw teoretycznych i obserwowanych warto$ci zmiennej zalezne;j.

E | ¢ | 0 [ E T F T & | H [1J0] w T L T w®m T N T o]
| 1 hodelu regresiji wielokrotnej Badanie poprawnosci doboru modelu dla zmiennej x1 {uzytki)
| 2 | (zbiory) Badanie losowosci reszt
| 3 netrdw, bledy standardowe, dolna i gdrna granica ufhodcei, t empiryczne, pvalue Liczba serii
| 4 b Shii) dguli) gouli) 1) pevalueli) Daodathich 22
|5 | -26378 B136 38727 14026 -4.30 000 Ujemnych rrd
| B | 180 013 124 178 1183 0,00 Konieczne byto przejscie na zmienng z
| 7 | 288 054 179 398 531 0,00 Zemp.= 0512211
| & | YWhiosek: Reszty sq losowe, model jest poprawny
| 9 frear Wartosci teoretyczne | obserwowane zmienng] zalezne;

10 |5t
|11 ag0 = Badanie poprawnosci doboru modelu dla zmiennej x3 (nawozy)
|12 © 3 Eadanie losowosci reszt
113 798 ., + . Liczha serii 23
| 14] T Dodatnich 22
% — 4 o @ léjemnych : 27
| 16 | .+ onieczne hyto przejscie na zmienng z

17 | og DR S N . Zemp.= 0 E8515
E 0| 434 + L3 o= YWhiosek: Reszty sq losowe, model jest poprawny
18] 1, L I T

20| § 252 Aed
21| ‘e
| 22 Hely 70 = T T T T Eadanie normalnogci reszt losowych
| 23 |Zrni 100 300 500 700 [=Tal] 1100 HO: X ma rozktad N{m=0; sigma=108 5)
| 24 | Wy emp.= 0394582
|25 ] 7 6T 1177135 UOIR42 72 (CragniF W 0.05 0947
| 26 | 7408092 ¥Wniosek: Brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
N—J 4 v w|\ PrzyKlad?.l £ Przyklad? 2 3 Arkusz3  arkusz10 £ Arkuszl 14

W przypadku ,,idealnego” dopasowania punkty te powinny si¢ utozy¢ na proste;j,
oczywiScie u nas tak nie ma, ale i wyznaczony wspotczynnik determinacji z proby rowny
80,5% jest znacznie nizszy od miary idealnego dopasowania (100%).

Procedura Regresja wielokrotna zastosowana do naszego przyktadu zwrdcita jeszcze
4 dodatkowe wykresy. Pierwsze dwa z nich pokazuja rozrzut obserwowanych wartosci
zmienne] zaleznej y-ek od obu zmiennych niezaleznych. Wykresy tego typu sa pomocne
przy konstruowaniu postaci funkcji regresji.

Pozostale dwa pokazuja rozrzut reszt losowych w zaleznosci od obu zmiennych
niezaleznych. Wykresy te sa uzupeliem weryfikacji hipotez o losowosci reszt wzgledem
zmiennych niezaleznych.
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warto

Na zakonczenie tego przykladu zostalo nam jeszcze wyznaczenie prognozowanej
wielkosci zbioru zboz dla x1=450, x2=50 i x3=80. Jak wiemy wyestymowane roOwnanie
regresji nie zawiera zmiennej x2, stad prognoza bedzie wykonana bez uwzgledniania tej

$ci.

Do wykonania prognozy wykorzystam procedur¢ Prognoza z menu Regresja, ale
przed jej wywolaniem przygotuj¢ w arkuszu 3 (miejscu zwrdcenia wynikéw estymacji
modelu) miejsce dla wykonania tej prognozy. W obszarze J2:K3 wpisalem nazwy
zmiennych oraz ich warto$ci w punkcie prognozy, wyniki prognozy beda zwrdcone na
prawo od tego obszaru.

Ponizej pokazane jest okno tej procedury z wprowadzonymi informacjami.

A\B|C|D\E|F|G\H|\|J|K|L3

| 1 |WWyniki estymacji modelu regresji wielakrotne| Prognoza
| 2 |7mienna zalezna: y (zhiory) 1 *3
| 3 |Macierz ocen parametrdwr, htedy standardowe, dolna i gdrna granica ufhosci, t empiryczne, pvalue 450 80
| 4 | biiy Shii) douli) gouii) (i) p-value(i)
| 5 |Stata -263 76 SA W SN EH P -0 gnozowanie w regres owej i wielokrotnej x|
| B |x1 (uzytki) 150 0,13
| 7 |x3 (nawozy) 288 054 Wskas ohszar nszacowan wspéhczynnikiw regresii | Arkusz3|$E54:4847 -

]
| 9 |Badanie istotnogci regresi testem F Fishera-Snad  Wskaz obszar st swobody i sr. kw. odchyleri IW
| 10 | Imignnogd St.swobod Sr.kw.odch. |Fermp
|11 |Modelu 2 1120665,12 G ‘Wskaz obszar macierzy odwratne] do Yo I arkusz3fablTscpen

12 |Resztowa 46 11771348
EEX Wskaz obszar zmiennych niezaleznych IW
| 14 |V'sp. korelacji 0,837
| 15 |\Wsp. determinacii 80.5% Poziom ufnosc I?ﬁ’ o kJ

16 R
| 17 |Elementy macierzy adwrotnej Y0 niezbednej do pr o
| 18 | 0319802355 -0,00045 -00016336 LIU]I
| 19 | -0000451154 1 36E-08 -8 527E-07
| 20 | -0001633556  -85E-07 2 507E-05
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Klik przycisku Ok wyprowadza wyniki prognozy.
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|1 Prognoza ol
| 2 | 1 %3 Y teor. |Bi.Stand Dgufn.  Ggufn.  |Bf Pred. Dgpred. Ggpred.
| 3| 450 a0 640,11 1776/ 60437 67506 10994 41882 06141
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Biorac pod uwage dwa ostatnie wyniki (Q3 i R3) mozemy sformutowac nast¢pujacy
wniosek: jezeli wielko$¢ uzytkow rolnych bedzie ustalona na poziomie 450 jednostek a na-
wozenie mineralne na poziomie 80 kg, to z 95% pewnoscia mamy prawo oczekiwaé, ze
wielkos$¢ zbioru zbdz bedzie nie mniejsza niz 418,82 jednostki, a nie wigksza niz 861,41
jednostki.



