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4. Regresja wielokrotna liniowa

W rozdziale 2 zajmowalismy si¢ taka sytuacja, w ktorej w populacji generalnej 7
rozwazali$my tylko dwie zmienne: zmienna losowa Y i zmienna losowa lub rzeczywista X.
Obecny rozdziat poswigcimy takiej sytuacji, w ktérej w populacji generalnej m obserwowac
bedziemy zmienng losowa Y 1 k zmiennych losowych lub rzeczywistych X; (i=12,..,k).

O zmiennej losowej Y zatozymy, Ze jest to zmienna losowa normalna:
Y~ N(m(xl, Xgy ey X3 )5 Uy/xl,xZ,...,xk) . 4.1

O wartosci oczekiwanej zmiennej losowej Y zalozymy dalej, ze jest funkcjq liniowa
zmiennych X, postaci:

k
m(Xy, Xy, ey X ) = by +byx) +byxy +... 4Dy x; =by + Z_bix,- . (4.2)

Wariancja o2

V%%, x, 0dchylefi od modelu funkeji regresji jest stafa dla dowolnej

kombinacji warto$ci zmiennych losowych X .

Parametry modelu (4.2) nie sa znane i musza by¢ estymowane na podstawie odpo-
wiedniej proby losowej. Oznaczmy elementy tej proby losowej jako (v, x;;, ..., X4),

gdzie j=1,2,..,n jest wskaznikiem powtorzen (replikacji). Zgodnie z modelem (4.2)
dowolna obserwacj¢ empiryczna mozemy przedstawic jako:

Yy =by+bxy; +byxy; +.tbxy +e; dla j=12,..,n . (4.3)

Symbol e; oznacza reszte, réznicg migdzy wartoscia obserwowang y; a wartoscia

teoretyczna y; wynikajaca z modelu:
e;=y;— (bo +byx;; +byx; +...+bkxkj)= y; —j/j ) 4.4)

Kryterium estymacji nieznanych parametrow modelu mozemy sformutowac tak:
chcemy tak dobra¢ parametry modelu, aby réznice migdzy warto$ciami obserwowanymi
a teoretycznymi byly jak najmniejsze. W sensie matematycznym warunek ten sprowadza
si¢ do zminimalizowania funkcji s:

s= z;lef - Z“ [y, = (b +bx,, +byxy , + ...+ by JF = minimum 4.5)

Wyznaczenie minimum funkcji s okreslonej wzorem (4.5) wymaga rozwiazania
uktadu & +1 réwnan normalnych. Problem mozna trochg uprosci¢ przeksztatcajac rownosé
(4.3) w taki sposob, aby wyeliminowac stalg regresji b :



30

V=T =bi(xy, %) +by(xy, — %)+t by (%) +e; (4.6)
gdzie

Uwzgledniajac wzor (4.6) kryterium estymacji mozna zapisac nastgpujaco:

n
S = 62* =
Z_/=1 /

(4.8)
= zj:l [yj —f—(bl(xlj =X +by(xy; = X))+ by (xyy —)_ck) = minimum

Znalezienie minimum funkcji s okreslonej wzorem (4.8) wymaga wyznaczenia k
pochodnych czastkowych funkcji s wzgledem parametrow b; (gdzie i=1,2,..., k), a na-

stgpnie przyrownania ich do zera i rozwigzanie powstatego w ten sposob uktadu réwnan:

os n _ _ _ _

= —2Zj=1[yj by ey = %)+ by (v = Fy) + ot by (g — % Ny —F) =0 (49)
Otrzymany w wyniku zastosowania wzoru (4.9) uktad rownan normalnych mozemy

zapisa¢ w tradycyjnej postaci:

b, var+ b, covx;x, +...+ b, covx,x, = covxyy
b covx,x; +by varx, +...+ b, covx,x; = cOvVXx,y (4.10)
b covx,x; +bycovx,x, +...+b, varx, = covx,y

W uktadzie rownan okreslonym wzorem (4.10) w miejsce parametrow modelu w po-

pulacji generalnej b, wprowadzono juz ich oceny z proby Ei .

Uktad rownan normalnych przedstawiony wzorem (4.10) wygodniej jest zapisaé
W notacji macierzowe;j:

VB=C (4.11)
gdzie
var x; COVX[Xy ... COVXXy
COVX,X varx ... COVX,X
_ 24 2 2%k (412)
(kxk) : .

COVXyX| COVX X, .. Varx,
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b, covx,y
A A CoOvXx
B =" C - 2y (4.13)
(kx) |- (kx1)

b, cov X,y

Macierz V, macierz wspotczynnikow przy niewiadomych, jest macierza kwadratowa

stopnia k, jest to macierz symetryczna zawierajaca na gtdwnej przekatnej sumy kwadratow
odchylen zmiennych niezaleznych X, a poza gtoéwna przekatna sumy iloczynéw odchylen

tych zmiennych. Jezeli macierz V jest macierza nieosobliwa (czyli jej wyznacznik jest
rézny od zera), to istnieje macierz odwrotna do macierzy V oznaczana symbolem v
Mnozac réwnanie (4.11) lewostronnie przez macierz odwrotng do V otrzymujemy:

VB=C ‘-V‘l = V'VB=VI!C=IB=VI!C=B=VC (4.14)

Po wyestymowaniu parametrow l;i (dla i=1,2,...,k) z rownania (4.14) wyzna-

czamy oceng parametru b, z wzoru (4.7):
A _ k A _
by=y-) b (4.15)
Ostatecznie ocena funkcji regresji z proby ma postac:
. . koo
Mm(Xy, Xy, X)) =by + ) lb,-xi . (4.16)
i=

Parametr b, bedziemy nazywaé, podobnie jak w regresji liniowej, stala regresji.

Parametry b, b,, ..., b, bgdziemy nazywac czastkowymi wspotczynnikami regresji.

4.1. Badanie istotnosci modelu

Po wyestymowaniu funkcji regresji z proby musimy sobie odpowiedzie¢ na pytanie,
czy nasze zatozenie o tym, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y jest funkcja liniowa
zmiennych X, jest prawdziwe.

Nie bedzie takiej zaleznosci wtedy, gdy wszystkie czastkowe wspotczynniki regresji
beda jednoczesnie rowne zero. Tym samym hipotezie o istotnosci regresji wielokrotnej
liniowej mozemy nada¢ postac:

Hy: abi =0 (dlai=1,2,..k) (4.17)
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Tabela analizy wariancji dla weryfikacji H, : A b; =0 wobec H, :\/b; #0

1 l

Zmiennoéé Stopnie Suma kwadratow Sredni kwadrat F
swobody odchylen odchylen empiryczne
= ko~ ss MsS,
Modelu v =k SSy = Zi:l b, covx,y MSp =38 Fr =15~
Resztowa |vg=n—k—-1|S8S; =55, —S5; MS, = SVSE
Catkowita | vp =n-—1 SS; =vary

Hipotez¢ H, : A b; =0 bedziemy odrzuca¢ na korzy$¢ H,:\,b; # 0 wtedy, gdy
warto$¢ empiryczna statystyki F Fishera bedzie wigksza od odpowiedniej warto$ci
krytycznej F,,, >F, . . lub krytyczny poziom istotnosci (p-value) bedzie mniejszy od

przyjetego poziomu istotnos$ci alfa. Merytorycznie sformutujemy wniosek, ze istnieje
istotna liniowa zalezno$¢ migedzy zmienna losowa Y a zmiennymi niezaleznymi X; (co

najmniej jedna z nich).

Jezeli warto$§¢ empiryczna statystyki F Fishera jest niewigksza od odpowiedniej

warto$ci krytycznej lub p-value jest wigksze od przyjetego alfa, to nie mamy podstaw do
odrzucenia H . Merytorycznie oznacza to, ze nie istnieje liniowy zwigzek migdzy zmien-

na losowa Y a zmiennymi X,;. W tej sytuacji warto§¢ oczekiwana zmiennej losowej Y jest
stata i rowna wartoS$ci Srednie;j.

Wré¢my jednak do sytuacji, gdy hipotezg H | odrzucimy. Proszg zwroci¢ uwagg, ze
odrzucenie hipotezy zerowej daje stosunkowo mato informacji. Jedynie co wiemy, to to, ze
co najmniej jeden czastkowy wspolczynnik regresji jest rézny od zera. Podobnie jak
w przypadku szczegotowych porownan w analizie wariancji musimy przeprowadzi¢ dalsze

szczegodtowe badania zmierzajace do ustalenia, ktore czastkowe wspotczynniki regresji sa
roézne od zera.

Teoretycznie sprawa jest stosunkowo prosta: wystarczy zweryfikowac seri¢ & hipotez
zerowych o istotno$ci czastkowych wspolezynnikéw regresji postaci:

Hy :b, =0 wobec Hj;:b; #0 dlai=12,..,k . (4.18)

1
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Hipotezy te weryfikujemy testem #-Studenta, gdzie funkcja testowa okreslona jest
wzorem:

=t . (4.19)

b; VXX Xy

Blad standardowy oceny i-tego, czastkowego wspotczynnika regresji, wyznaczamy

jako pierwiastek kwadratowy iloczynu $redniego kwadratu odchylen od modelu regresji
pomnozonego przez element diagonalny macierzy odwrotnej do macierzy V:

5; = |82 i = MS, v (4.20)

VXX 000X

Statystyka okreslona wzorem (4.19) ma, przy prawdziwosci hipotezy zerowej,
rozklad ¢-Studenta z liczba stopni swobody v, =n—-k—-1. W sytuacji, gdy wartos$¢

empiryczna statystyki ¢ znajduje si¢ w obszarze krytycznym dla H,, to hipotezg¢ odrzu-

camy. Tym samym i-ta zmienna niezalezna powinna pozosta¢ w modelu funkcji regresji.

W sytuacji odwrotnej (warto$¢ empiryczna statystyki ¢ znajduje si¢ w obszarze dopu-
szczalnym dla H ) nie mamy podstaw do jej odrzucenia, co powinno by¢ rownowazne

z tym, ze i-ta zmienna niezalezna x; moze by¢ usunigta z modelu funkcji regresji.

Jak zasygnalizowatem na poprzedniej stronie teoretycznie problem okreslenia, ktore
zmienne niezalezne powinny pozosta¢ w modelu funkcji regresji powinien by¢ prosty.
W praktyce jest jednak zupehie inaczej, a cala trudno$¢ wynika z faktu, ze oceny z proby
poszczegodlnych czastkowych wspotczynnikow regresji nie sa niezalezne. Tym samym
rowniez statystyki ¢ zdefiniowane wzorem (4.19) nie sa niezalezne, co w konsekwencji
moze prowadzi¢ do zupetnie (pozornie) niezrozumiatych rozstrzygnigc.

Moze tak sig zdarzy¢, ze testem F Fishera odrzucimy hipotezg o istotnosci regresji,
czyli co najmniej jedna zmienna niezalezna powinna pozosta¢ w modelu funkcji regres;ji.
Weryfikujac jednak seri¢ hipotez o istotnosci kolejnych czastkowych wspdtczynnikdéw
regresji mozemy nie by¢ w stanie odrzuci¢ zadnej z nich, co powinno sugerowac, ze
wszystkie zmienne powinny by¢ usunigte z modelu funkcji regresji. Moze tak si¢ dzia¢
wtedy, gdy zmienne niezalezne sa silnie wzajemnie z soba powigzane (co mozna stwierdzi¢
wyznaczajac chocby wspotczynniki korelacji liniowych migdzy parami zmiennych).
W takiej sytuacji decydowanie o tym, ktére zmienne maja pozosta¢ w modelu w oparciu
o weryfikacjg serii hipotez okreslonych wzorem (4.18) nie wchodzi w rachubg.
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Dziatanie takie, jak przedstawione powyzej jest poprawne wtedy tylko, gdy zmienne
niezalezne (objasniajace) X sa wzajemnie niezalezne, czyli wtedy, gdy macierz V jest
macierza diagonalng. W kazdej innej sytuacji (a tak jest najczgsciej) musimy szukac innej
metody pozwalajacej na optymalne dobranie zmiennych w modelu. Przed jej wprowa-
dzeniem przedstawimy jeszcze miary dobroci dopasowania modelu.

4.2. Dokfadnosé dopasowania modelu
Podobnie jak w przypadku regresji liniowej jednej zmiennej niezaleznej mozemy
wprowadzi¢ wspolezynnik determinacji R? okre$lajacy stopien dopasowania modelu
funkcji regresji do empirycznych warto$ci zmiennej losowe;j Y:
kA
R Zi=lbi COVX;y .
vary

4.21)

Wspolczynnik determinacji R? informuje nas o tym, jaka cze$¢ zmiennosci catko-
witej zmiennej losowej Y jest wyjasniona przez zmienne niezalezne uwzglednione
w modelu funkcji regres;ji.

Wspolczynnik determinacji R> przyjmuje swoje wartosci z przedziatu <O0;1>,

z tym, ze najczgsciej wyrazamy go w procentach <0%; 100%>.

Kolejng miarg dobroci dopasowania modelu jest wspotczynnik korelacji wielokrotne;j
R definiowany jako pierwiastek kwadratowy ze wspotczynnika determinacji:

(4.22)

Wspoétczynnik korelacji wielokrotnej R przyjmuje swoje wartosci z przedziatu
<0; 1>, im model jest lepiej dopasowany, tym R jest blizsze wartosci 1.

Istotnym parametrem okreslajacym dobro¢ dopasowania modelu jest $redni kwadrat

2

odchylen wartosci obserwowanych i teoretycznych (reszt) MSp =S}, .

sredni kwadrat odchylen jest mniejszy, tym model jest lepiej dopasowany. Wielkosé
MS ; wptywa takze na btedy estymacji parametrow modelu oraz btad wartos$ci regresyjnej

1 blad predykc;ji.
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4.3. Doktadnos¢ oceny parametrow modelu

Parametry modelu (4.2) sa szacowane z proby losowej, tym samym ich oceny obar-
czone sa pewnym btedem. Jak wiemy (zobacz wzor (4.20)) oceng bledu standardowego
czastkowego wspolczynnika regresji znajdziemy z wzoru:

VXX s X

5; = JMS, v = s? Vi dlai=1,2,..k (4.23)
co pozwala w konsekwencji na zbudowanie przedzialu ufnosci dla prawdziwej wartosci
tego wspotczynnika w populacji generalne;j:

bye<b —ty, 1 1S;ibi+1y s 1S; >z P=1-a . (4.24)

b? Tt

Wyznaczenie oceny biedu standardowego stalej regres;ji jest trochg bardziej skom-
plikowane:

2
i, =ANMSE Ay =S/, 5y, Ao (4.25)
gdzie wielko$¢ A, wyznaczana jest z wzoru:
A=+ inivip ] (4.26)

Wektor DIT wystepujacy we wzorze (4.26) jest wektorem sum zmiennych niezalez-

nych wyznaczonych na podstawie n-elementowej proby losowej:

Df:[zjﬂxlf Zj=1x2/‘ Z;xlg‘] (4.27)

Przedziat ufnos$ci dla stalej regresji w populacji generalnej znajdziemy z wzoru:

b, €<b, —ta’n_k_lSI;O;I;O FlyuiaS;, > 2 P=l-a . (4.28)

Interpretacja zbudowanych zgodnie ze wzorami (4.24) i (4.28) przedzialow ufnosci
dla czastkowych wspdtczynnikdéw regresji i statej regresji jest standardowa: zbudowany
przedziat liczbowy pokrywa nieznany parametr z prawdopodobienstwem 1— ¢ .
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Przyklad 3. Na podstawie ponizszych wynikéw oszacujemy liniowa funkcj¢ regresji
opisujaca zalezno$¢ indywidualnej wydajnosci pracy (y) od stazu pracy (x;)

i wieku (x, ) pracownikow.

J Yj X X2
1 84 1 19
2 44 0,5 21
3 94 2,5 25
4 113 9 35
5 64 3.5 25
6 110 6 47
7 125 7,5 48
8 94 7 28
9 126 7 45
10 121 11 40
11 76 2 23
12 58 2 23
13 51 3 21
14 118 9.5 31
15 83 4 25
16 125 5 49
17 112 8,5 46
18 91 8 27
19 116 11 43
20 122 12 35
Sumy 1927 120 656
Srednie 96,35 6 32,8

Problem sprowadza si¢ do wyestymowania metoda najmniejszych kwadratow para-
metréw modelu:

m(xy, Xo) = by +bx; +byx, .
Uktad rownan normalnych bedzie miat postac:
varx;  Covxx, [;1 cov Xy
covxx, varx, | |b,| |covxy
stad jednym z pierwszych naszych zadan bedzie wyznaczenie potrzebnych elementow
macierzy V i wektora C oraz X;,X,,y 1 vary.
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Niech Z oznacza macierz odchylen zmiennych empirycznych od ich $rednich.
Iloczyn macierzy transponowanej do Z przez macierz Z tworzy macierz V, o strukturze

blokowej, gdzie kazdy z blokéw zawiera interesujaca nas liczbg, wektor czy macierz:

T
27z-v,=| Y |C (4.29)
c |v

Wszelkie niezbedne obliczenia wykonamy w Excelu. Ponizej pokazatem arkusz
z wpisanymi od komorki Al danymi empirycznymi z naszego przyktadu. Od komorki H1

wpisana jest macierz transponowana odchylen od $rednich (Z7) .

A | B | ¢ | b | E | F |l Hw | 1 | J | k& |
1y 1 w2 w-yst | xl-xsrl | x2-wsr2 y-ysr -12.35 5235 =235
| 2 | 84 1 19 1235 5 -138 u1-xsr1 -5 55 -35
| 3 | 44 05 21 -82.35 550 -118 W2-x512 -13.8 118 78
| 4 94 25 25 235 -35 -7 8
| 8 | 113 49 35 1685 3 22
| 6 | 64 35 25 -32.35 25 78 Macierz W0
| 7 110 B 47 1385 0 142 134486 14075 44094
| G | 125 75 48 2885 15 152 1407 5 2415 4460
EN 94 7 2 235 1 48 4409 4 4460 206872
| 10| 126 7 45 2985 1 122
|11 | 121 11 40 24585 5 72 Macierz v Wektor C
| 12 | 7B 2 23 -20,35 -4 98 2415 4460 1407 5
| 13| 58 2 23 3835 -4 98 4460 20872 4409 4
| 14 | 51 3 21 -4535 -3 -118
| 15 | 118 =X 31 21,55 35 -18 Macierz odwrotna do v
| 16 | 83 4 25 1335 -2 -7 8 0,00684 | -0,00146
| 17 | 125 5 49 2885 -1 16,2 -0,00146 0,000791
| 15 | 112 85 46 1565 25 132
| 19| 91 g 2 535 2 58
| 20 | 116 11 43 1985 5 102
| 21 | 122 12 35 25585 3 22
| 22| qgz7 120 556
23| 9635 5 32,8 I _|

Rysunek 7. Fragment arkusza kalkulacyjnego PodstawyEkonometriiPrz2.xls* z czescio-
wymi wynikami obliczen.
Majac macierz V™' oraz wektor C znajdujemy oszacowania czastkowych wspol-
czynnikOw regresji:

. [5 | [ 000684 —000146] [1407,5] [3,1826
by| |-0,00146 0,000791 | |4409,4 | |14325|°

*do pobrania z wszim-sochaczew.edu.pl/download/ekonometria
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Mozemy juz oszacowac stala regresji:
ZSO =96,35-(3,1826-6+1,4325-32,8) =30,2677 .

Mamy wyestymowany model funkcji regresji z proby, musimy teraz sprawdzié, czy
jest to model istotny, co sprowadza si¢ do zweryfikowania hipotezy zerowej o tym, ze
wszystkie czastkowe wspotczynniki regresji sa rowne zero. Jak wiemy hipotezg t¢ bedzie-
my weryfikowaé testem F Fishera, jednak przed zestawieniem tabeli analizy wariancji
musimy jeszcze doliczy¢ brakujace elementy.

SSr =3,1826-1407,5+1,4325-4409,4 =10796,1

SS; =13448,6-10796,1 = 2652,5

Tabela analizy wariancji dla weryfikacji H, : A b; =0 wobec H;:\,b; #0

1 1

Zmiennosé | Stopnie | Suma kwadratow | Sredni kwadrat F p-value
swobody odchylen odchylen empiryczne

Modelu 2 10796,1 5398,00 34,596 | 1,017E-06

Resztowa 17 2652,5 156,03

Calkowita 19 13448,6

Z powyzszej tabeli wynika, ze p-value jest mniejsze od przyjetego domyslnie
poziomu istotnosci (o =0,05), tym samym hipotezg zerowa odrzucamy. Merytorycznie
oznacza to, ze istnieje istotny liniowy zwiazek migdzy zmienng losowa Y a co najmniej
jedna ze zmiennych niezaleznych X.

Przed zbadaniem istotnosci czastkowych wspolczynnikéw regresji wyznaczymy
jeszcze miary dobroci dopasowania modelu, czyli wspotczynnik determinacji i korelacji
wielokrotnej:

p2 107961

=0,803=80,3% R =4/0,803 =0,896
13448,6

Wspodtczynnik determinacji mozemy zinterpretowaé nastgpujaco: zmienno$¢ indy-
widualnej wydajnosci pracy jest w 80,3% wyjasniona zmiennymi niezaleznymi uwzgle-
dnionymi w modelu funkcji regresji. Oznacza to jednoczes$nie, ze prawie 20% tej
zmiennosci nie zostatlo wyjasnione estymowanym modelem regresji (co moze oznaczaé, ze
model jest zle skonstruowany zaré6wno co do postaci jak i uwzglednionych zmiennych —
zagadnieniom tego typu beda poswigcone dalsze rozdziaty tego skryptu).
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Przejdziemy teraz do zbadania istotnosci czastkowych wspotczynnikoéw regresji,

przy czym zaczniemy ten etap pracy od wyznaczenia bledow standardowych ocen obu
wspOlczynnikow. Wykorzystujac MS; =156,03 z tabeli analizy wariancji oraz elementy

diagonalne macierzy odwrotnej do V mamy:
S; =+/156,03-0,00684 =1,0331
1

S; =4+/156,03-0,000791 = 0,3514
2

Mozemy juz wyznaczy¢ warto$ci empiryczne statystyki z-Studenta dla weryfikacji
hipotez H, :b; =0 wobec H,:b; #0 (dla i=12):

- 3,1826 3,081
1,0331

- 1,4325 — 4,076
0,3514

Przyjmujac, ze o =0,05 odczytujemy z tablic statystycznych (w Excelu mamy
funkcje Rozktad. T.Odw) warto§¢ krytyczna tej statystyki przy 17 stopniach swobody:
ly=005:v=17 = 2,1 1. Jak widzimy, obie wartosci empiryczne statystyki ¢-Studenta znajduja
si¢ w obszarze krytycznym dla hipotez H,,, tym samym odrzucamy te hipotezy na korzys¢

alternatyw.

Podobnie jak w przypadku testu F w analizie wariancji weryfikacj¢ obu hipotez
zerowych mozemy przeprowadzi¢ takze w oparciu o krytyczny poziom istotnosci (waru-
nek: musimy dysponowa¢ co najmniej Excelem). Na liScie funkcji statystycznych tego
arkusza znajdziemy funkcj¢ Rozktad.T, jej zastosowanie daje nastgpujace wartosci kryty-
cznego poziomu istotnosci (p-value):

dla 7, =3,081 mamy p-value = 0,0068 ,
dla ¢, =4,076 mamy p-value = 7,9E-04.

Jak widzimy dla obu hipotez zerowych krytyczny poziom istotnosci jest mniejszy od
przyjetego o , co upowaznia nas do odrzucenia hipotez zerowych na korzys¢ H, .

Merytorycznie bgdziemy wnioskowaé nastgpujaco: istnieje istotna liniowa zaleznos¢
migdzy indywidualna wydajno$cia pracy a stazem pracy ( x; ) i wiekiem pracownikow (x, )

oszacowana modelem:
m(x,, x,) =30,2677 + 3,1826x, + 1,4325x, .
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Ocenom czastkowych wspotczynnikéw regresji mozemy nadac nastgpujaca interpre-
tacje:

1) zwigkszenie stazu pracy pracownika o jedna jednostke spowoduje, przy ustalonym
wieku pracownika, srednie zwigkszenie indywidualnej wydajno$ci pracy o 3,1826
jednostki,

2) zwigkszenie wieku pracownika o jedna jednostke spowoduje, przy ustalonym stazu
pracy, $rednie zwigkszenie indywidualnej wydajnos$ci pracy o 1,4325 jednostki.

Zakonczymy przyktad 3 wyznaczeniem przedziatlow ufnosci dla wszystkich trzech

parametrow modelu (statej regresji i obu czastkowych wspotczynnikéw regresji). Mamy
juz wyznaczone btedy standardowe ocen czastkowych wspolezynnikow regresji, pozostato
nam wyznaczenie bledu dla statej regresji. Korzystajac z wzoru (4.25) kolejno mamy:

Lp] =L[120 656]=[6,0 328]

0,00684 —-0,00146

=[-0,00690 0,01719]
-0,00146  0,000791

LDV =[6,0 32,8]-{

(L p7v")p, =[-0,0069 001719]{120}—10448
207 b ’ 656

Ay =2 (1+10,448) = 0,5724
S; =4/250,18-0,5724 =9,4505
0
Pozostate obliczenia zestawimy w formie tabelarycznej, przy czym przedzialy

ufnosci wyznaczymy przy 5% poziomie istotnosci.

Oszacowanie parametru Blad standardowy | Dolna granica | Gdrna granica
[;O 30,2677 9,4505 10,3288 50,2065
1;1 3,1826 1,0331 1,0030 5,3622
[;2 1,4325 0,3514 0,6911 2,1739

Wyestymowane przedziaty ufnos$ci mozna zinterpretowaé nastepujaco:
a) z 95% zaufaniem mozemy oczekiwaé, ze stata regresji w populacji bedzie nie
mniejsza niz 10,3288 , lecz nie wigksza niz 50,2065.

b) z 95% zaufaniem mamy prawo oczekiwac, ze czastkowy wspotczynnik regres;ji
stojacy przy zmiennej opisujacej staz pracy bedzie nie mniejszy niz 1,0030, ale
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nie wigkszy niz 5,3622 (proszg zauwazy¢, ze przedziat ten nie zawiera zera, co
jest zgodne z weryfikacja hipotezy o istotnosci tego wspotczynnika).

¢) z 95% zaufaniem mamy prawo oczekiwaé, ze czastkowy wspolczynnik regresji
stojacy przy zmiennej opisujacej wiek pracownika bedzie nie mniejszy niz
0,6911, ale nie wigkszy niz 2,1739 (prosz¢ zauwazy¢, ze przedzial ten nie
zawiera zera, co jest zgodne z weryfikacja hipotezy o istotnos$ci tego
wspolczynnika).

4.4. Predykcja (prognoza) w regresji wielokrotnej liniowej

Podobnie jak w przypadku regresji liniowej jednej zmiennej niezaleznej wyesty-
mowany model funkcji regresji mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia teoretycznej wartosci
zmiennej losowej Y dla ustalonego wektora wartosci zmiennych niezaleznych X .

Zgodnie z przyjetym modelem $rednia warto§¢ zmiennej losowej Y dla ustalonych

warto$ci zmiennych niezaleznych x, = [xlo Xag e xko] znajdziemy z wzoru:
. bo| » koo
m(x) =1 xo]-{ ]ﬂ =by+ ) by - (4.30)

Wyznaczona zgodnie z powyzszym wzorem warto$¢ regresyjna jest oczywiscie loso-
wa, bo losowe sa oceny parametrow modelu. Standardowy blad estymacji wartosci
regresyjnej mozemy wyznaczy¢ z wzoru:

S =VMSEL XVl xo]” (431)
gdzie macierz V,, ! jest macierza blokowa postaci:
_ 4, | D,
Vo' = : 432
0 |:D§ v! ( )

Wyrazenie (liczba) A, zostalo juz wczesniej okreslone wzorem (4.26), a wektor D,
znajdziemy z wzoru:

D,=-1ipv~ (4.33)
gdzie wektor D; byt juz okreslony wzorem (4.27) jako wektor sum obserwacji dla zmien-
nych niezaleznych.

Wykorzystujac warto$¢ regresyjna okreslona wzorem (4.30) oraz btad standardowy
tej oceny dany wzorem (4.31) budujemy przedziat ufnosci dla warto$ci regresyjne;j:

m(x,) e<m(xy)— tamk-1S(xy)5 m(x,) + tun-k-1Six,) > 2 P=1-a . (4.34)
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Przejdziemy teraz do prognozowania nie wartosci $redniej zmiennej losowej Y, lecz
do prognozowania pojedynczej realizacji tej zmiennej, a to jest wlasnie przedmiotem kla-
sycznej predykcji. Zgodnie z modelem liniowym wartos$¢ t¢ wyznaczymy z wzoru:

Ya, =i xo]ﬁ;}e . (4.35)

a jej najlepszym estymatorem jest warto$¢ regresyjna mi(x,) .

Btad prognozy pojedynczej realizacji zmiennej losowej Y (btad predykcji) jest suma
nieskorelowanych btedow odchylen od modelu funkcji regresji i bledu estymacji wartosci
regresyjnej:

- T
S(yt)= \/MSE [1 +1 x ]Vl x,] ] . (4.36)

Podobnie jak w przypadku warto$ci regresyjnej mozemy wyznaczy¢ przedziat ufno-
sci dla prawdziwej wartosci zmiennej losowej Y przy ustalonych wartos$ciach x, zmien-

nych niezaleznych:
Yy, €<I(X) =ty 1 S(Ve )i M(Xg) + 1oy S(yy ) > 2 P=1-a . (4.37)

Przykiad 4. Wykorzystujac dane empiryczne podane w przyktadzie 3 oraz wyniki estymacji
modelu funkcji regresji wyznaczmy prognozowang wartos¢ indywidualnej wydaj-
nosci pracy dla pracownika w wieku 40 lat ( x, ) majacego 10-letni staz pracy ( x;).

Wektor ustalonych warto$ci zmiennych niezaleznych x, ma posta¢ x, = [10 40],
na tej podstawie wyznaczamy oceng pojedynczej realizacji zmiennej losowej Y-
30,2677
Py, =m(xg)=[1 10 40]| 31826 |=119,395.
1,4325
Do wyznaczenia blgdow estymacji wartosci regresyjnej i bigdu prognozy musimy
dysponowac¢ macierza V,, ', powinniémy wiec wyznaczy¢ brakujacy wektor D, (macierz
V™! oraz liczbe A, mamy juz wyznaczone w przyktadzie 3).
0,00684 —0,00146

D, =-4[120 656]-
2=l ]{—0,00146 0,000791

} =[0,0069 -0,01719] .
Mozemy juz zestawi¢ macierz V,, b
0,5724 | 0,0069 -0,01719
Vy'= 0,0069 | 0,00684 —0,00146
-0,01719 | -0,00146  0,000719
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Znajdujemy kolejno dalsze potrzebne elementy:
05724 | 0,0069 —0,01719
[ x,]-Vo'=[1]10 40]-| 00069 | 0,00684 —0,00146 =
~0,01719 | —0,00146  0,000719
=[-0,0462 0,0168 —0,00015]

1
([1 x0]~V61)[1 x| =[-0,0462 0,0168 —0,00015]-| 10 |=0,11628
40

Mozemy juz wyznaczy¢ btad estymacji wartosci regresyjnej i zbudowaé przedziat
ufnosci dla oczekiwanej wartosci zmiennej losowej Y przy ustalonym wektorze X, :

Siixg) =V/156,03-0,11628 =4,2595
M(xy) €<119395-2,11-4,2595;119,395+2,11-4,2595> 7z P=1-0,05
M(xy) e<110,408;128381> z P=0,95 .

Wyznaczamy dalej blad prognozy i budujemy przedzial ufnosci dla realizacji
pojedynczej warto$ci zmiennej losowej Y przy ustalonym wektorze X, :
S(yfo )= \/156,03 -(1+0,11628) =13,1974

yfo €<119,395-2,11-13,1974;119,395+2,11-13,1974> z P=1-0,05

yi €<99,5485,147,2387 > z P=0,95

Uzyskane wyniki mozna zinterpretowac nastgpujaco: przy ustalonym wektorze
zmiennych niezaleznych mamy prawo oczekiwaé, ze $rednia indywidualna wydajnosé
pracy bedzie réwna 119,395 z btedem * 4,2595. Przedziat ufnosci <110,408; 128,381>
pokrywa oczekiwang warto$¢ zmiennej losowej Y przy podanym wektorze x, z prawdo-
podobienstwem p =0,95.

Przy ustalonym wektorze x, zmiennych niezaleznych ocena realizacji pojedynczej

wartosci zmiennej losowej Y jest rowna 119,395 z bledem * 13,1974. Przedziat ufnosci
o krancach <99,5485; 147,2387> pokrywa pojedyncza realizacj¢ zmiennej Y przy
ustalonym wektorze x,, z prawdopodobienstwem p =0,95.
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4.5. Automatyzacja obliczen

Jak to wynika z przedstawionej teorii oraz zademonstrowanych przyktadow obli-
czenia zwigzane z estymacja modelu regresji wielokrotnej liniowej, ze zbadaniem istotnosci
modelu, a w szczego6lnosci z prognoza sa dos¢ skomplikowane. Mozna temu zaradzi¢
korzystajac z wyspecjalizowanego oprogramowania statystycznego lub z przygotowanych
w Excelu aplikacji. Pokazg teraz, jak mozna wykorzysta¢ (pokazana juz w przyktadzie 2)
aplikacje RegresjaNowa.xls® przygotowana dla potrzeb zajeé realizowanych z przedmiotow
statystycznych.

Po wezytaniu arkusza RegresjaNowa.xls zostaje zainstalowany i wyswietlony dedy-
kowany pasek narzedziowy zawierajacy kilka przyciskow pozwalajacych na uruchomienie
okreslonej analizy.

=T
J Plik Edvcja ‘Widok Wstaw Format Marzedzia Dane Okno Pomoc ;lillﬂ
J Regresja liniowa Macierz karelacii |Regresja wielokrotna Majlepsza funkcja Prognoza
A1 | =]
A | e [ ¢ o | e [ fF [ 6 [ w [ 1 [ o0 [ K | =

1 ¥ Regresja wielokrotna liniowa {krokowa} x| I—
2 &4 Dane wejsdiows | Grafika | Badanie zstozen |

3 44

4 94 Obszar danych wejsciowych R
£ 13 | arkuszl1$A$1:4C21 J

B 64

7 110 Komérka poczatkowa weynikow:

B 126 & Wy mowym arkuszu

9 a4 - :
_1 0 176 W arkuszu danych od: I J

11 121

12 76 .
W 55 Dokfadnose wydrulml z ZI

14 a1 . - .
K3 18 Poziom ufriasci I £ ZI I Predykcia

16 a3

17 125 ok Anului

18 12

19 91

20 1B 11 43

0 S 2 -

2

3 hd
144 [ | M Arkuszl { Arkusz2 4 Arkusz3 £ Arkuszd 4 ArkuszS f 4] |
WWakaz \ UM oz

Rysunek 8. Widok arkusza z danymi wyjsciowymi i wywolanym oknem dialogowym proce-
dury wykonujqcej obliczenia regresji wielokrotnej.

> do pobrania ze strony http://www.wszim-sochaczew.edu.pl/download/ekonometria
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Wskazany jest obszar danych wyj$ciowych (wraz z nazwami — poza oknem dialo-
gowym obszar danych wskazany jest przerywanymi liniami) 1 zadysponowany nowy arkusz
jako miejsce zwrocenia wynikow. Ustawione sa takze takie elementy jak poziom ufnosci,
doktadnos$¢ wydruku oraz wskazana jest prognoza.

Po zatwierdzeniu ustawien przyciskiem OK wykonywany jest odpowiedni kod
programu przygotowujacy wyjsciowa macierz sum kwadratow i iloczyndw odchylen oraz
wektor $rednich dla wszystkich zmiennych — bez rozrézniania na tym etapie roli zmiennych
w modelu regresji.

Po wykonaniu tych prac przygotowawczych program wyswietla kolejne okno
dialogowe w celu ustalenia roli zmiennych.

Wrybdr zmiennych x|
Wskaz zmienng zalezng ¥: I y j
Dostepne zrmisnne w problemie Zriienne niezalezne w modelu

Dodaj = | x2
Usun < |
Dodaj wszysthie == |
Usun wszystkie << |
" Dobierz model automatyczhie

I¥ ;2 apamigtaj historie dobo modelu; Skasuj wybdr | ; |
wapamigtal 2 B M oK Anului

Rysunek 9. Okno dialogowe pozwalajqce na okreslenie roli zmiennych w modelu regresji.

W lewej liscie program wyswietla wszystkie dostgpne zmienne w modelu, sposrod
nich jedna musi by¢ wskazana jako zmienna zalezna, jej wyboru dokonujemy w liScie
‘Wskaz zmienna zalezna’.

Z pozostatych zmiennych wybieramy te z nich, ktore majg petni¢ rolg zmiennych
niezaleznych, do dyspozycji mamy przyciski ‘Dodaj’ i ‘Dodaj wszystkie’.
Pole wyboru ‘Dobierz model automatycznie’ pozwala na automatyczny dobor naj-

lepszego, wg programu, modelu funkcji regresji (nie polecam tej opcji).

Po okresleniu roli zmiennych potwierdzonej akceptacja przycisku OK program
wykonuje wszystkie obliczenia zwiazane z wyestymowaniem modelu funkcji regresji,
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zbadaniem jego istotnosci oraz zbadaniem istotnosci czastkowych wspdtczynnikdéw
regresji.

Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu il

Badanie istotnosci modelu

Zmiennost St swobody St k. odchylen Fermp. p-value
Modelu 2 5 398,032 34,596 0,000
Odcheles 17 156,029
Frak 1 ‘wapdboczynnik. determinaci 80.28%
Zrnienna wsp, regresii - L emp. p-value
xl 3,183 3,081 0,007
%z 1,433 4,075 0,001

|I=wf zrienma i
preelice mode

todel jest dobrany

Rysunek 10. Okno dialogowe wyswietlajace wyniki doboru modelu na danym etapie
analizy.

W pokazanym oknie znajdziemy wszystkie te elementy, ktore wyznaczaliSmy
rozwiazujac przyktad 3. Potrzebna jest tu jedna uwaga: prezentowany modul regresji
przeznaczony jest do dobierania najlepszego modelu tzw. metoda regresji krokowe;j, stad
obecnos¢ przycisku pozwalajacego na usunigcie wybranej zmiennej i ponowne przeliczenie
modelu. Problemowi regresji krokowej bedzie poswigcony kolejny rozdziat tego skryptu.

Po akceptacji przycisku ‘Model jest dobrany’ program tworzy nowy arkusz wraz
z kompletem wynikéw. Poza znanymi nam takimi elementami jak oceny parametrow
modelu, btedy standardowe ich ocen, dolne i gérne granice przedziatdéw ufnosci program
zwraca takze wartoSci empiryczne statystyki 7~-Studenta dla weryfikacji hipotez zerowych
o tym, ze dany wspotczynnik regresji jest rowny zero (wraz ze stala regresji). Dla kazdej
z wyznaczonych statystyk obliczany jest krytyczny poziom istotnosci (p-value).

Zwracana jest tabela analizy wariancji z warto$cig empiryczna testu F' Fishera oraz
krytycznym poziomem istotnosci. W tabeli analizy wariancji znajdziemy tak potrzebna dla

wyznaczenia prognozy liczbe stopni swobody dla zmienno$ci resztowej oraz $redni
kwadrat odchylen od modelu MS; .

Program zwraca takze dwie miary dobroci dopasowania modelu: wspotczynnik
korelacji wielokrotnej liniowej oraz wspotczynnik determinacji.
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Dodatkowo, na potrzeby przyszlej prognozy, program odtwarza i wyprowadza
macierz odwrotng V, b

-lo/x]
J Plik. Edycja ‘widok ‘Wstaw Format Marzedzia Dane Okno  Pomoc _|ﬁ||i||
Jﬁegresja liniowa Macierz karelacji Regresja wielokrotna Majlepsza funkcia Erognoza|
G15 ~| =|
A | B [ ¢ [ o [ E [ F |6 | H | 7

| 1 |Wyniki estymacji madelu regresji wielokrotne] i
| 2 |Zmienna zalezna: y

| 3 |Macierz ocen parametrdw, btedy standardowe, dolna i gorna granica ufnosci, t empiryczne, p-value
4 b Sbi)  douf)  mou) ) p-value(i

| & |Stata 30,27 945 10,33 50,21 3,20 000522

| B |x1 3,18 1,03 1,00 5,36 3,058 000673

| 7 [x2 1,43 0,35 059 2,17 4,08 0,00079

g

EBadanie istotnosci regresji testem F Fishera-Snedecora

| 10 |Zrniennogt St.swobod Sr kw odch Famp. p-value

| 11 |Modelu 2 538503 34,60 1,02E-06

| 12 |Resztowa 17 186 0286

13

| 14 |WWsp. karelaci 0,896

15 |Wsp. determinacji 80,3% I _l

16

| 17 |Elementy macierzy odwrotne] VO niezbednej do prognozowania

| 18 | 0572407733 00069 -001719

|19 | 0006900376 000684 -0,00145

| 20 | -0,017185325| -0,00146 0000791 =
I;M{ k| M5 ArkuszT { Arkusze 4 Arkuszl £ Arkusz2 £ Arkusz3 Pul 4| ﬂj_‘
Gotowy | | [ MU 1

Rysunek 11. Wyniki estymacji modelu funkcji regresji z przyktadu 3.

Przycisk ‘Prognoza’ pozwala na wyznaczenie prognozowanych warto$ci zmiennej Y
dla ustalonych wektorow zmiennych niezaleznych.

Prognozowanie W regresji wielokrotnej x|

Wskaz obszar oszacowan wspotczynnikiw regresji I Arkus27 I 5BE5: $B57 J
Wiskaz obszar st swobody | MSe I Birkusz71$E512:$0$12 J
Wskaz obszar macierzy odwrotnej do Yo I rkusz7§1nd1 520 J
Wskaz obszar zmiennych niszaleznych I irkusz7I$B$27: $C547 J

Poziomn ufnosci I a5 j oK |

Rysunek 12. Okno dialogowe modulu prognozowania w trakcie okreslania niezbednych
danych dla prognozy.
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Ponizej pokazane sa wyniki prognoz dla wyjsciowych wektoréw zmiennych
niezaleznych. Ostatni wiersz jest prognoza wykonang dla wektora x,, = [10 40].

Policzone sa te wszystkie elementy, ktore omawialem w rozdziale poswigconym

prognozowaniu.

RI=
J Pl Edvcja Widok Wstaw Format Marzedzia Dane ©Okno  Pomog - |5’|5||
IDEE ERY bR o-c- &= A& 45| oo - 0.

| el ce -1 - B U SE=EF Rl EE A 2
Jﬂegresja liniowsa Macierz korelacji Regresja wielokrokna Majlepsza funkeja Prognoza

D49 - =|
E | ¢ | b | E | F | & [ H | 1 | 1 |—

| 26 | Bl 2 Y teor Bt.Stand | Dygufh. Gyufn. Bt Pred. Dgpred. |Ggpred.

27| 1 19 B0 &7 5,1505 43 80 7153 1345113 3216 83,17

| 28 05 21 G194 52610 a0 84 7304 135539 33,35 90 54

|29 | 25 25 7404 39920 G5 61 G246 13,1135 4k 37 101,70

| 30 | 9 35 109,05 38722 100,88 117 22 130776 a1 .46 136 64

| 31 | 35 25 7722 36181 B3 59 8485 130046 4978 104 66

| 32 B 47 116,69 57185 104 B3 12876 137379 a7 .71 145 B8

| 35 | 7h 48 122 .90 53229 111 67 134,13 13 5780 94 25 151 55

| 34 | 7 28 92 BR 37287 84 79 100 52 130353 b5 15 120,16

| 35 | 7 45 117 01 4 G566 107 18 12683 133309 i el 145,14
= 11 40 122 58 4 9461 112,14 13301 134348 9423 150 92

| 37 | 2 23 (i ] 4 3425 G042 7874 1532245 41 68 97 48

| 35 | 2 23 (1= ] 4 3425 G042 TE74 1532245 41 68 97 48

| 39 | 3 21 B9 30 4 2953 6083 7896 132092 4203 97 77
40 95 3 104 91 4 9141 94 54 11528 134230 7B 59 133,23

41 | 4 25 78,81 35310 7136 86526 129806 a1 .42 106,20

| 42 | a 49 116,37 b 9761 101 BB 131,09 14 3071 fh19 146 A6

| 43 | 85 46 12322 4 5756 11356 13287 133028 95145 151,28

|44 g 27 94 4 4 G385 54 B2 04,19 133246 BE 29 12252
E 11 43 126 87 4 9060 116 52 137 23 13 4200 95 56 155,19

46 | 12 35 118 60 b 3874 106,12 13207 14 0295 89,00 148,20

47 | 10 40 119,39 4 2595 110,41 12838 131974 91 55 147 24 5|
|44 [» [M[%_Arkoszs % Arkusz7 § Arkuszl £ arkuszz £ arkuszs /o v
[Rysuiv [y | acksztaty - N N JOE 4@ H-L-A-S=cBa.
Gotowy | | | MU | .z

Rysunek 13. Widok arkusza z wynikami prognoz dla danych wyjsciowych oraz dla wektora
x, =[10 40].
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4.6. Regresja krokowa

W rozdziale 4.1 wstgpnie zasygnalizowatem problem doboru zmiennych w modelu
regresji w sytuacji, gdy macierz sum kwadratow i iloczynow odchylen V nie jest macierza

diagonalna. Oznacza to, ze zmienne X; nie sa niezalezne, nie sa wtedy niezalezne takze sta-
tystyki #-Studenta wykorzystywane do weryfikacji hipotez o istotnosci czastkowych wspot-
czynnikow regresji. Problemy, ktore moga si¢ pojawi¢ w takiej sytuacji przedstawig
w kolejnym przyktadzie liczbowym.

Przykiad 5. Dane wyjsciowe opisujace zaleznos¢ indywidualnej wydajnosci pracy (zmienna
y) od pigciu zmiennych niezaleznych (p6zniej wyjasnig jakie sa to zmienne).

y X1 X2 X3 X4 X5
84 1 19 0,0000 2,9444 19
44 0,5 21 -0,6931 3,0445 10,5
94 2,5 25 0,9163 3,2189 62,5
113 9 35 2,1972 3,5553 315
64 3,5 25 1,2528 3,2189 87,5
110 6 47 1,7918 3,8501 282
125 7,5 48 2,0149 3,8712 360
94 7 28 1,9459 3,3322 196
126 7 45 1,9459 3,8067 315
121 11 40 2,3979 3,6889 440
76 2 23 0,6931 3,1355 46
58 2 23 0,6931 3,1355 46
51 3 21 1,0986 3,0445 63
118 9,5 31 2,2513 3,4340 294,5
83 4 25 1,3863 3,2189 100
125 5 49 1,6094 3,8918 245
112 8,5 46 2,1401 3,8286 391
91 8 27 2,0794 3,2958 216
116 11 43 2,3979 3,7612 473
122 12 35 2,4849 3,5553 420

W oparciu o te dane oszacujemy liniowa funkcjg regresji opisujaca zaleznos¢ migdzy
zmienng losowa Y a pozostatymi zmiennymi:

m(Xy,Xy,X3,X4,X5) = by +bx; +byxy +b3x3 +byx, +bsxs .

Do estymacji modelu wykorzystamy arkusz RegresjaNowa.xls z jego procedura
‘Regresja wielokrotna’.
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Ponizej pokazane jest okno dialogowe z wynikami estymacji wstegpnie zatozonego
modelu z 5-cioma zmiennymi niezaleznymi.

Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu x|

Badanie istatnosc modely

Zmiennost St swobody S, ke, odchylen Femp. p-walue
Modely 5 2 184,032 12,093 0,000
Cdchylen 14 180,599
Krok 1 ‘Wepdkczpnnik. determinacy 1.2%
Zmienna wsp, regresii £ emp., p-value
w1 8,376 0,924 0,371

e 3,098 0,541 0,597

0,395

x4 -79,286  -0,162 0,874

%5 - 0,147 -0,702 0,494 Usun zmignng i

przelicz madel

todel jest dobrany

Rysunek 14. Wyniki estymacji modelu funkcji regresji z przyktadu 5.

Analiza statystyki F’ Fishera wskazuje, ze hipotez¢ zerowa o braku zwiazku migdzy
zmienng losowa Y a zmiennymi X; (i=1,2,...,5) musimy odrzuci¢ na rzecz hipotezy
alternatywnej. Oznacza to, ze istnieje zwigzek funkcyjny miedzy zmienna Y a co
najmniej jedng zmienng niezalezng X, .

Analiza warto$ci empirycznych statystyk ¢, (i=1,2,...,5) 1 odpowiadajacych im
krytycznych pozioméw istotnosci wskazuje jednak, ze nie mamy podstaw do odrzucenia
zadnej z pigciu hipotez o istotnosci czastkowych wspotczynnikow regresji. W konsekwen-
cji z modelu funkcji regresji powinnis§my usunaé¢ wszystkie 5 zmiennych, co prowadzitoby
do wniosku, ze nie istnieje zwigzek funkcyjny miedzy zmienng Y a badanymi zmien-
nymi niezaleznymi.

Mamy wigc pozorng sprzecznos¢ migdzy wnioskiem ogdélnym opartym o wyniki
weryfikacji hipotezy o istotnosci regresji wiclokrotnej a wnioskami szczegoétowymi
opartymi o weryfikacje 5 hipotez o istotnosci czastkowych wspotczynnikow regresji.

Taka sytuacja spowodowana jest tym, ze zmienne X; sa do$¢ silnie skorelowane

(nie sa niezalezne w sensie niezalezno$ci zmiennych losowych). Miara stopnia skorelowa-
nia tych zmiennych moga by¢ cho¢by wspotczynniki korelacji liniowych. Ponownie sko-
rzystamy z arkusza RegresjaNowa.xls, w ktérym udostgpniona jest procedura wyznaczajaca
macierz ocen wspolczynnikéw korelacji liniowych migdzy zmiennymi wraz z macierza
krytycznych pozioméw istotnosci dla weryfikacji hipotez zerowych o braku korelacji.
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Regresia liniowa |Macierz korelacji Rearesja wislokrotna Majlepsza funkcja Prognoza |
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Rysunek 15. Fragment arkusza z danymi przykiadu 5 i otwartym oknem dialogowym
procedury ‘Macierz korelacji’ arkusza RegresjaNowa.xls .
k-4 Microsoft Excel - PrzykladRegresjaNowa.xls - |EI|5|
J Flik Edwcia ‘Widok ‘Wstaw Format MNarzedzia Dane Okno Paomoc - |E||5||

DEH[SRY BB o -

@ = 5 8L E | o - 2

J&egresja liniowa Macierz korelacji Regresja wielokrotna Majlepsza funkcja Prognoza |

Gy

L1 =] =]

A | B | ¢ | b | E | F [ 6 [ H [T
|1 |Macierz wspdtczynnikdw korelacii liniowych miedzy zmiennymi —
| 2 | ¥ il W2 w3 wd
| 3 1 0,781
| 4«2 0832 0528
| 5 [x3 0,790 0927 0,569
| 6 [x4 0,859 0592 0,994 0,732
| 7 [x5 0854 0946 0,822 0576 0,859

g

EMacierz krytyczrych poziombw istothodci

| 10 | ¥ il 2 %3 wd

|11 |x1 0,0000

| 12 [x2 00000 00030

113 |3 00000 00000 00013

| 14 [x4 0poo0 00007 00000 00002

| 15 |5 00000 00000 0pooo 00000 0,0000 -
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Rysunek 16. Macierz wspoiczynnikow korelacji liniowych miedzy zmiennymi.
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Analiza wynikow przedstawionych na rys. 16 wskazuje na istnienie bardzo silnych
zwiazkow liniowych migdzy wszystkimi parami zmiennych. Tak jak korelacja migdzy
zmienng y a pozostatymi zmiennymi jest naturalna i wrgcz oczekiwana, to migdzy
zmiennymi x; jest szkodliwa i jest zapowiedzig przysztych problemow przy doborze mo-

delu funkcji regresji.

Konsekwencja tego, ze zmienne niezalezne sa skorelowane jest niemoznos$¢
okreslenia w jednym kroku, w wyniku zweryfikowania serii hipotez o istotnosci czastko-
wych wspotczynnikow regresji, zestawu tych zmiennych niezaleznych, ktére powinny
pozosta¢ w modelu funkcji regresji. Oznacza to konieczno$§¢ wypracowania innej metody
pozwalajacej na okreslenie najlepszego zestawu zmiennych niezaleznych.

Jedna z takich metod jest regresja krokowa. W teorii statystyki znane sa dwie wersje
tej metody: jedna z nich polega na dodawaniu zmiennych niezaleznych, a druga na
usuwaniu zmiennych (regresja krokowa wsteczna). Ja zaproponujg¢ Czytelnikom tego
skryptu regresj¢ krokowa wsteczng.

Metodg doboru modelu funkcji regresji metoda regresji krokowej wstecznej mozna
przedstawi¢ w kilku punktach:

1. Okreslamy wyjsciowy, maksymalny zestaw zmiennych niezaleznych w modelu
funkcji regresji i estymujemy ten model (krok 1).

2. Z modelu funkcji regresji eliminujemy t¢ zmienna niezalezna, dla ktorej warto$¢
bezwzgledna statystyki #-Studenta dla weryfikacji hipotez o istotnosci czastko-
wych wspotczynnikow regresji jest najmniejsza (tym samym krytyczny poziom
istotnosci jest najwigkszy).

3. Ponownie estymujemy model funkcji regresji i przechodzimy do p. 2.

4. Krok 2 i 3 trwaja tak dtugo, dopoki w modelu funkcji regresji nie pozostana tylko
istotne zmienne niezalezne.

W trakcie wykonywania regresji krokowej powinnismy obserwowac¢ zmiang
sredniego kwadratu odchylen od modelu funkcji regresji - MS, oraz wspolczynnika

determinacji R”.
W regresji krokowej wstecznej w kazdym kroku zmniejszamy liczbg zmiennych
w modelu, co w konsekwencji musi zmniejsza¢ wartos¢ wspotczynnika determinacji.

W sytuacji, gdy z modelu usuwamy zmienng nieistotng, to zmniejszenie wspotczynnika
determinacji jest minimalne (nieznaczace).

Usunigcie nieistotnej zmiennej niezaleznej z modelu funkcji regresji powoduje
zwigkszenie o jeden liczby stopni swobody dla zmiennosci resztowej, co w potaczeniu
z faktem, Ze nastapito nieznaczne zwigkszenie sumy kwadratow odchylen dla zmiennoS$ci
resztowej powoduje zmniejszenie $redniego kwadratu odchylen od modelu funkcji regres;ji,
a o to takze chodzi w regresji krokowe;.
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Reasumujac, celem regresji krokowej jest pozostawienie w modelu funkcji regresji
minimalnego zestawu zmiennych niezaleznych przy jednoczesnej maksymalizacji wspot-
czynnika determinacji i minimalizacji $redniego kwadratu odchylen od modelu regresji.

Ponizej pokazuj¢ kolejne kroki doboru modelu funkcji regresji metoda regresji

krokowe;.

Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu il

Badanie istoktnosci modelu
Zmiennosé Sk, swobody  Sr, kw, odchylen Fermp. p-walue
Modelu g 7 184,032 12,033 0,000
Odehylen 14 180,599
Krok 1 ‘wapdtczpnnik. determinaci a1.2%
ZMienna wsp, regresji Eemp. p-value

§,376 0,924
3,095 0,541
- 1,615 - 0,134
:Sgﬁgs g’-};gg 0454 Wsup zmisning i
’ ! ’ przeficz madel

%l 0,371

Model jest dabrany

Rysunek 17. Krok 1 regresji krokowej, wyniki estymacji modelu z piecioma zmiennymi,
wskazana jest zmienna x3 do (potencjalnego) usuniecia.

Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu il

Badanie istoktnogci modelu
Zmiennosc Sk swobody  Sr. kw, odchylen Femp. p-value
Modelu 4 2 729,229 16,171 0,000
Odchylen 15 168,776
Kok 2 Wspdtczpnnik. determinacii 81.18%  Poprzedni wsp. determinacii a1.2%
Paoprzedni MSE 180,599
ZMienna wsp, regresji Eemp. p-value
x1 7,555 1,171 0,260
3,065 0,555

s
x4 011 - 0,154
-0,131 - 0,779

Usun zmienng i
przelicz model

Model jest dabrany

Rysunek 18. Krok 2 regresji krokowej, wyniki estymacji modelu z czterema zmiennymi,
wskazana jest zmienna x4 do (potencjalnego) usuniecia.
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Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu il

Badanie istoknogc modelu

Zmiennose Sk, swobody  Sr. kw, odchylen Femp. p-walue
Madelu 3 3 637,068 22,935 0,000
Cdchylen 16 158,584
Kok 3 ‘'wWapdhczpnnik. determinaci 81.13%  Poprzedni wap. determinaci 81.18%
Poprzedni MSE 168,775
Zmienna wsp, regresii  Eemp. p-value
w1 6,652 1,577 0,134

el 2,062 2,516 0,023

-0,113 - 0,549 0,408

Uzun zmienng i
przelicz model

Model jest dabrany

Rysunek 19. Krok 3 regresji krokowej, wyniki estymacji modelu z trzema zmiennymi,
wskazana jest zmienna x5 do (potencjalnego) usuniecia.

Regresja wielokrotna - wyniki doboru modelu il

Badanie istoknogc modelu

Zmiennose Sk, swobody  Sr. kw, odchylen Femp. p-walue
Madelu 2 S 398,032 34,596 0,000
Cdchylen 17 156,029
Krok 4 ‘wWapdhczpnnik. determinaci a0.2a%  Poprzedni wap. determinaci 81.13%
Poprzedni MSE 158,584
Zmienna wsp, regresii  Eemp. p-value
w1 3,153 3,081 0,007
¥z 1,433 4,075 0,001

zun emietng |
preelice model

Model jest dabrany

Rysunek 20. Krok 4 regresji krokowej, wyniki estymacji modelu z dwiema zmiennymi,
model jest dobrany (zostaly tylko zmienne istotne).

Po zatwierdzeniu modelu do nowego arkusza zwracane sa wszystkie wyniki
estymacji modelu metoda regresji krokowej wstecznej wraz z historia przebiegu regresji
krokowej. Podawane sa kolejne kroki, liczba zmiennych w modelu funkcji regresji, liczba
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stopni swobody zmiennosci resztowej, $redni kwadrat odchylen MS;, wspolczynnik

determinacji oraz nazwa usunigtej zmiennej w danym kroku.

F3 Microsoft Excel - PrzykladRegresjaMNowa.xls o] x|
J@ Bl Edwcja Widok Mstaw Formak Marzedzia Dane Ckno Pomoc ;li'i”
DI“."’E|§@L?|J@E®|n-nv%zﬁ%l§l|ﬂ.@wu%.@,
Arial CE - 10 v|13 I g|§ |§%uuufﬁ%;?8

Regresja liniowa Macierz korelacji Regresja wiclokrokna Majlepsza funkcja Prognoza

30 | =|

E b
E -

—

A | B [ ¢ | B [ E | F | 6 | 7
|1 |WWyniki estymacji modelu regresji wielokrotnej =
| 2 |Zmienna zalezna: y
| 3 |Macierz ocen parametrdw, bledy standardowe, dalna i gdrna granica ufnasci, t empiryczne, p-value
4 bii) Shii) dou(i) gouli) ti) p-valueli)
| 5 |Stata 3027 945 10,33 50,21 3,20 0,01
B |x1 3,18 1,03 1,00 5,368 305 a1
| 7 [x2 1,43 0,35 g2 217 405 0,00

g
| 9 |Badanie istotnogci regresji testem F Fishera-Snedecora
|10 | Zmiennosc St swobody Sr.kw.odch. Femp. p-value
| 11 [Modelu 2 A393 03 34600 1,02E-06
| 12 |Resztows 17 156,028584

13
|14 W'sp. korelacji 0,396
| 18 |WW'sp. determinacji 80 3%

16
| 17 |Elementy macierzy odwratne] Y0 niezbednej do prognozowania
| 18 | 0572407738 000690035 -0,01718933
19 | 0,006500376 000554005 -0,00146161
| 20 | 0017189529 -0,0014616  0,00079143

21
| 22 |Historia doboru modelu metods regresji krokowe] wsteczng]
| 23 |Krok Imiennych (St osw. btedu MSe YWsp. deter Zmienna usunigta
| 24 | 1 A 14 180599 081200
| 25 | 2 4 15 168776 081175 x3
| 26 | 3 3 16 158584 0381133 x4
| 27 | 4 2 17 186,029 080277 x5

I;T4 [y (M arkisz3 7 Arkuszd £ Arkuszs /. Arkusze 3 Arkuszs | 4] LIJ_‘
Gotowy | Cr woM [

Rysunek 21. Wyniki estymacji modelu funkcji regresji z przyktadu 5 wraz z historiq doboru
modelu metodq regresji krokowej wstecznej.
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4.7. Uzupetnienie korelacji czastkowych

W rozdziale 3.3 przedstawilem problem oszacowania wspotczynnika korelacji
liniowej migdzy dwoma wybranymi zmiennymi losowymi i przy wyeliminowaniu wpty-
wOw trzeciej z rozpatrywanych zmiennych. W tym rozdziale mozemy t¢ problematyke
rozszerzy¢ na wigksza niz trzy liczbg zmiennych losowych. W przyktadzie 2 zajmowatem
si¢ oszacowaniem wspotczynnikow korelacji liniowej migdzy zmiennymi losowymi
reprezentujacymi Srednie ocen studentdéw uzyskanych w semestrach 1-6. Okazalo sig
wtedy, ze korelacja liniowa migdzy ocenami uzyskanymi w semestrze 1 i 6 nie istnieje (nie
jest istotna statystycznie). Wyznaczony wspolczynnik korelacji 7, nie uwzgledniat jednak
wptywu pozostatych semestrow, a przeciez trudno taki wplyw zbagatelizowad. Jezeli chcie-
liby$Smy wyznaczy¢ faktyczna miarg zwiazku migdzy ocenami uzyskanymi w semestrze 6
i1, to powinniSmy wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji czastkowej postaci 7g,345. Nie
mozna niestety wyznaczyc¢ jego warto$ci z wzoru (3.7), ale mozemy ten wzor adaptowaé do
obecnej sytuacji:

Foass = T = Ri 2345 - Re 345 (4.38)
2 2
\/ (1 = Ri 345 ) (1 - R6.2345)

gdzie R, ,3,5 jest wspolczynnikiem korelacji wielokrotnej liniowej wyznaczonej migdzy
zmienna o numerze 1 a zmiennymi niezaleznymi o numerach 2, 3, 4 i 5. Podobnie R 5345

jest wspolczynnikiem korelacji wielokrotnej liniowej wyznaczonej migdzy zmienng
o numerze 6, a zmiennymi niezaleznymi o numerach 2, 3,41 5.

Korzystajac z procedury ‘Regresja wielokrotna’ i danych empirycznych zapisanych
w arkuszu Wyniki skoroszytu MacierzKorelacji.xls mozemy wyznaczy¢ potrzebne wspot-
czynniki korelacji wielokrotnej liniowej otrzymujac odpowiednio:

Ry 5345 = 0,588

Rg 5345 = 0,068 .

Wspolczynnik korelacji liniowej migdzy semestrem 1 1 6 jest rowny 0,035 (74 ), czyli
mozemy juz wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji czastkowej zmiennych 1 1 6 z wyelimino-
waniem wptywu zmiennych o numerach 2, 3, 4 1 5 (korzystamy z (4.38)):

0,035-0,588-0,668

e Jl-0.588 )1~ 0.668)

Jak widzimy, mamy zupehie inny obraz sytuacji: czastkowy wspotczynnik korelacji
jest nie tylko istotnie mniejszy niz catkowity 74, ale takze zmienit znak z dodatniego na

=-0,594 .

ujemny. Taki wynik mozna zinterpretowa¢ merytorycznie tylko w jeden sposob: ci
studenci, ktorzy byli dobrzy w pierwszym semestrze nie uzyskuja tak dobrych ocen
w semestrze szostym. Oznacza to jednoczesnie, ze studenci ze stabymi ocenami w pierw-
szym semestrze uzyskuja zdecydowanie lepsze oceny w semestrze szostym.



